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Predmluva

Na pocdtku vseho Tekl Bih:
»Necht je ddn polynom.“

Byl spokojen se svgm vytvorem, ale prislo mu, Ze vsechno védéni je vlastne
bezicelné, nemd-li ho kdo studovat. A tak stvoril clovéka. . .

VéazZené ¢tenarstvo, v rukou drzite soubor vSech zakladnich definic, vét
a prikladu stfedoskolské matematiky tak, jak byla probirdna na matema-
tickém gymnéziu v prvni poloviné dvacatych let jednadvacatého stoleti.
Seznam je sestaven podle pozadavki k maturitni zkousce.

Vsichni, jiz se na psanf a Upravé podileli, pfeji prijemné ¢teni. A nezapo-
meitite, vSechno to znate ze zékladni skoly!

Vénovano RNDr. Pavlu Boucnikovi



Kapitola 1

Zakladni pojmy z teorie mnozin

Definice 1. Mnozina je souhrn objektt, chapany jako celek. Tyto objekty nazyvame prvky
mnoziny.

Poznamka 1. MnoZina mize byt konecné, nekoneéna nebo prazdna. Mnozinu lze zadat
vyctem prvka nebo pomoci charakteristické vlastnosti (napt. {2k, k € N}).

Definice 2. Podmnozina mnoZiny A je takovd mnoZina B, Ze vSechny jeji prvky patii do
mnoziny A. Zapisujeme B C A.

Poznamka 2. Kazda neprazdnd mnozZina mé dvé nevlastni podmnoziny: mnozinu
prazdnou a sebe sama. VSechny ostatni jeji podmnoziny nazjvame vlastni.

Definice 3. MnozZiny A a B se rovnaji pravé tehdy, kdyZz A je podmnoZinou B a zéroven B
je podmnozinou A.

Definice 4. Necht A C B a B # (). MnoZinu vSech prvkd mnoziny B, které nepat¥i do
mnoziny A, nazgvime doplnék (komplement) mnoziny A v mnoziné B. Zapisujeme A’g.

Definice 5. Necht A, B jsou dvé mnoziny. Jejich sjednocenim nazveme takovou mnozinu,
které obsahuje ty prvky, které patii alespon do jedné z mnozin A, B. Zapisujeme A U B.

Definice 6. Necht A, B jsou dvé mnoziny. Jejich prinikem nazveme takovou mnozinu,
ktera obsahuje ty prvky, které patii zdroven do obou téchto mnoZin A, B. Zapisujeme AN B.

Definice 7. Dvé mnoziny jsou disjunktni, pokud nemaji Zadny spolecny prvek, tedy pokud
je jejich priunikem prazdna mnozina.

Definice 8. Necht A, B jsou dvé mnoziny. Rozdil mnoZin je mnoZina, kterd obsahuje
vSechny prvky mnoziny A s vyjimkou téch, jeZ jsou zaroven prvky mnoziny B. Zapisujeme
A~ B, nékdy téz A — B.



Zakladni pojmy z teorie mnozin

Definice 9. Venntiiv diagram je grafické schematické znidzornéni vSech moznych vztaha
(sjednoceni, prunik, rozdil, doplnék) nékolika podmnozin univerzilni mnoziny, jeZ znazormu-

jeme pomoci uzavienych car.

U B U c_—
B
i i
U D U D—
C (: -
B B
| | |
AT AT J
(1

Obrazek 1 — Vennovy diagramy pro dvé, tfi a ¢étyfi mnoZiny

Véta 1 (De Morganova pravidla). Necht A, B jsou dvé mnoZiny, X' znadi doplnék mnoZiny
X. Potom plati

(AuB)Y =A'nB,
(AnB) =A'UB.

Diikaz. Dikaz prvniho vztahu:

A B

Diikaz druhého analogicky. O

Poznamka 3 (Ciselné mnoziny). RozliSujeme néasledujici zékladni ¢iselné mnozZiny:

o N: pfirozen4 éisla (1,2,3,...),

Z: celd &isla (...,—2,—1,0,1,2,...),

Q: raciondlni &isla (%, 0,3),

R: redlna cisla (e, ),

C: komplexni ¢isla (3 + 2i).



Zakladni pojmy z teorie mnozin

Iraciondlni éisla (I) jsou doplnék raciondlnich v R.
Definice 10. Pf¥irozena cisla jsou ¢isla, ktera vyjadiuji poc¢ty prvka mnozin.

Definice 11. Cela ¢isla jsou ¢isla, ktera vyjadiuji po¢ty prvkd mnozin, ¢isla k nim opacné
a Cislo 0.

Definice 12. Racionalnim ¢islem nazveme takové éislo a = ’7“, kde k,l € Z a k,l jsou
nesoudélna.

Poznamka 4. Cisla zapisujeme pomoci dekadického pozi¢niho systému, a to pomoci &slic
0-9 a chapeme je takto:

4503,6 =4-103+5-10240-10' +3-10°+6-107L.

Zapis se sklada z celé Casti, desetinné ¢arky a desetinného rozvoje. Kazdé racionélni cislo
je v desitkové soutavé vyjadfeno bud ukoncenym desetinnym rozvojem nebo periodickym
rozvojem. Iraciondlni ¢islo je vyjadreno neukonéenym neperiodickym rozvojem.

Definice 13. Redlnymi ¢isly nazyvame vSechna éisla, kterd jsou velikostmi tsecek.

Definice 14. Necht a,b € R, kde a < b. Pak mnoziny takovych z € R, ze a < z < b (resp.
a <z <b,resp. a <z, resp. a <z < b atd.) nazyvame uzavienym (resp. otevienym, resp.
neomezenym zleva otevienym, resp. zprava uzavienym, zleva otevienym atd.) intervalem.
Zapisujeme (a,b) (resp. (a,b), resp. (a,0), resp. (a,b)).

Definice 15. Periodicky rozvoj ¢isla je desetinny rozvoj, u kterého se za desetinnou
¢arkou donekoneéna opakuje (periodicky opakuje) taZz éislice nebo skupina &islic. Opakujici
se Cislice nebo skupina opakujicich se ¢islic se nazyva perioda. Zapisuji se tak, zZe se nad

opakujici se skupinou napiSe pruh:

0,333...=0,3.

Piiklad 1. Zapiste zlomkem v zdkladnim tvaru éislo 0,14.

Reseni. Budeme postupné upravovat:

a=0,14

100a = 14,4
99a = 14
a= =
99

Poznamka 5. Pro definici komplexnich ¢isel viz definici 238.



Kapitola 2

Vyrokova logika

Definice 16. Vyrokem nazyvame kazdou oznamovaci vétu, kterd je bud pravdiva, nebo

nepravdivd. Pravdivostni hodnotou vyroku rozumime jeho pravdivost/nepravdivost.

Definice 17. Negaci vyroku V nazyvame vyrok V', ktery mé opacnou pravdivostni

hodnotu nez vyrok V.

Poznamka 6. Kvantifikované vyroky jsou vyroky, které uvadéji pocet objektu. Pro to

lze pouzit

o obecny kvantifikdtor V (pro vSechny / pro kazdy plati),

o existenéni kvantifikdtor 3 (existuje alesponl jeden, Ze pro néj plati) a

o zesileny existenéni kvantifikdtor 3! (existuje pravé jeden, Ze pro néj plati).

Definice 18. SloZenym vyrokem rozumime vice vyroku spojenych logickymi spojkami:

nazev zapis vyznam

negace X' neni pravda, Ze X
konjunkce XANY X a Y plati soucasné
alternativa XVY plati alesponi jedno z X,Y
implikace X =Y jestlize X, pak Y
ekvivalence | X <= Y X plati pravé tehdy, kdyz plati Y

Poznamka 7. Pravdivostni hodnoty vyrokovych formuli s logickou spojkou:

X Y| X Y |XAY XVY X =Y X <Y
1 1,0 O 1 1 1 1
1 00 1 0 1 0 0
0 1}]1 O 0 1 1 0
0 0] 1 1 0 0 1 1




Vyrokova logika

Definice 19. Zapisy sestavené ze znacek, vyrokovych proménnych, zavorek a logickych
spojek nazyvame vyrokové formule.

Definice 20. Vyrokova formule, kterd nabyva pravdivostni hodnoty 1 bez ohledu na pravdi-

vostni hodnoty elementarnich vyroki, se nazyva tautologie.

Priklad 2. Napiste tabulku pravdivostnich hodnot vjrokové formule ANY — (X VYY)

a urcete, zda je tautologii.

Resent. NapfSeme tabulku:

A X Y |AANY XVY | ANY = (XVY)
0 0 O 0 0 1
0 0 1 0 1 1
0 1 O 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 O 0 0 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1

Vidime, Ze vyrokova formule je tautologii.

Pro kazdé dva vyroky X,Y plati:

i. (XVY)Y=X"AY/,

ii. ( XAY)=X'VY’,

- (
- (
. (X = Y)=XAYa
. (

X < Y)=XAY)V(X AY).

Definice 21. Necht X — Y je implikace. Pak
i. implikaci Y = X nazjvame obracenim a
1. implikaci Y/ = X’ nazjvdme obménou

puvodni implikace.
Implikace a jeji obména maji touZ pravdivostni hodnotu.
Poznamka 8. Implikace a jeji obraceni nemusi vzdy mit touz pravdivostni hodnotu.

Definice 22. Vyrokova forma je tvrzeni obsahujici proménné. Po dosazeni konstant za

proménné dostavame vyrok.

Priklad 3. V dilné jsou tii stroje A, B, C, které pracuji podle téchto pravidel:

e pracuje-li A, pracuje i B,



Vyrokova logika

o pracuje alespori jeden ze stroji B, C,
e nepracuje-li stroj A, nepracuje ani C.

Urcete vsechny moznosti prdce stroji.

Reseni. Viroky lze zapsat jako
« A = B,
e BVC,
« A = (.

Sestavme tabulku pravdivostnich hodnot:

A B C|A= B BVC A =
0 0 O 1 0 1
0 0 1 1 1 0
0 1 O 1 1 1
0 1 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Zjistujeme, Ze vyhovuji moznosti, kdy pracuji stroje A, B,C; A, B; nebo jen stroj B.

Priklad 4. Zapiste pomoci symbolu ndsledujici vyrokové formy a jejich negace:
a. Pro kaZdé redlné ¢&islo b plati: (b+1)%2 = b? +2b+ 1.

b. B(z) : Ezistuje takové redlné &islo m, Ze plati (m + 1)3 = m3 + 1.

Reseni.a. Vb€ R : (b+1)2 =02 +2b+ 1, negace: I R: (b+1)2 # b2 +2b+ 1.

b. B(z) :3m € R: (m+1)3 =m3 + 1, negace: B'(z) : Vm € R: (m +1)3 #m3 + 1.

Priklad 5. Vytvorte obménu, obrdiceni a negaci vijroku

»Kvadrdt prirozeného sudého cisla je sudé cislo. “

Reseni. PiepiSseme symbolicky: Vn € N:n =2k = n? =2l;k,l € N.
e obména:VneN:n?2=204+1 = n=2k+1;k,l €N,
e obriceni: Vn € N:n? =2l = n =2k;k,l €N,
e negace: I €N:n=2kAn>=2+1;k1€N.

Poznamka 9. Dulezitému netrividlnimu a dostateéné obecnému vyroku nebo vyrokové
formé s matematickym obsahem fikdme véta.



Kapitola 3

Délitelnost prirozenych cisel

Definice 23. Necht a,b € Z. Cislo a dé&li &islo b, jestlize Ic € Z : b = ac. Zapisujeme a | b.
V opacném pripadé fikame, Ze ¢islo a nedéli ¢islo b a zapisujeme a f b.
Definice 24. Necht a € R. Cislo |a| takové, Ze

i.a>0 = |a| =a,

. a<0 = |a| =—a

nazyvame absolutni hodnotou ¢isla a.
Necht a € Z,b € N. Pak 3\q € Z,r € Ny :

a=bg+70<r<hb.

Definice 25. Necht a,b € N. Pak ¢ je spole¢nym délitelem ¢isel a, b, jestlize c|a A c|b.
Definice 26. d € N je nejvétsi spoleény délitel Cisel a, b € N, jestlize jsou splnény zaroven
obé podminky:

i. dland|ba

ii. VeeN:claAc|b = c|d.
Takové ¢islo znacime d = D(a,b), nékdy taky jen (a,b).
Definice 27 (Euklidav algoritmus). Necht jsou dédna a,b € Z, z nichZ alesponl jedno je
nenulové. Pak mohou nastat dvé moznosti:

i. a=0 = D(a,b) =bnebo b=0 = D(a,b) = a trividlng;

i. a#0+#Db.



Délitelnost prirozenych cisel

Déle se zabyvame pfipadem 4i. Je-li to nutné, pfejmenujme a, b tak, aby |a| > |b|. Provedme
nasledujici posloupnost déleni se zbytkem. Toto déleni ukonc¢ime, az bude zbytek nulovy.
Vzhledem k nerovnosti na pravé strané tento nulovy zbytek existuje.

a=b-q +r1, lr1] < (0]
b=r1-q2+ 79, |ra| < |r1]
L ="T2-G3+ T3, rs| < |ra
o= <.
Tn—2 =Tn_1°Gn + Tn, rnl < |rn-1]
Tn—1 = Tn * qn+1, Tnt1 = 0.

Potom D(a,b) = ry,.
Priklad 6. Spocitejte nejvétsiho spolecného délitele cisel 40902 a 24140.

Resend. Euklidovym algoritmem: u = 40902, w = 24140 :

U w u=w-q+r
40902 | 24140 | 40902 = 24140 -1 + 16762
24140 | 16762 | 24140 = 16762 -1+ 7378
16762 | 7378 16762 = 7378 - 2 4 2006
7378 | 2006 7378 = 2006 - 3 4 1360
2006 1360 2006 = 1360 - 1 4 646

1360 | 646 1360 = 646 - 2 + 68
646 68 646 =68 -9+ 34
68 34 68=34-24+0
34 0 konec algoritmu

Je tedy D(40902,24140) = 34.

Definice 28. Necht a,b € N. Tato éisla jsou nesoudélna, jestlize D(a,b) = 1. V opaéném
pripadé jsou soudélna.

Necht a1,a2,b € N,b > 1. Pak

b|a1a2/\D(a1,b) =1 = b|a2.

Definice 29. Necht a,b € N. Pak ¢ je spoleénym nasobkem ¢isel a, b, jestlize a|c A b|c.
Definice 30. n € N je nejmensi spole¢ny nasobek disel a,b € N, jestlize jsou splnény
zaroven obé podminky:

i. a|mnAb|na

ii. Ym e N:a|mAb|lm = n|m.



Délitelnost prirozenych cisel

Takové ¢islo znalime n = n(a, b), nékdy taky jen [a, b].
Va,b € N : ab= D(a,b) - n(a,b).

Definice 31. Necht n € N,n > 1. M4-li éislo n pouze trividlni délitele (1| n,n|n), nazyvime
jej prvocislem. V opa¢ném piipadé hovoiime o éisle slozeném.

KaZdé prirozené slozené éislo n md alesporni jednoho prvociselného délitele p < \/n.

Prvocisel je nekonecné mnoho.

Diikaz. Postupujme sporem. Necht je jich kone¢né mnoho. Pak soucin vSech téchto prvocisel
je prirozené cislo. Pricteme-li k tomuto soucinu 1, dostaneme cislo, které neni délitelné
Zadnym prvocislem (je délitelné jen jednic¢kou a samo sebou), jedna se tedy o prvoéislo. To
je ovSsem spor s predpokladem, Ze prvocisel je konecné mnoho. O

Kazdé prirozené cislo n > 1 lze zapsat ve tvaru:

m m m, 7
n=p;" Py PP,

kde p;,i € {1,2,...,r} jsou navzdjem riznd prvocisla, m; € Ny. Toto vyjddrent je jedno-
znacné az na poradi ¢initelu a Tikdme mu rozklad &isla n na soucin prvociniteli.

Necht n € N. Pak plati: Pokud n neni druhou
mocninou prirozeného ¢isla, pak odmocnina z n je iraciondini.

Pro véechna a,b € N, D(a,b) = d existuji q1,q2 € N takovd, Ze a = dg1,b = dgo,
pricemz D(q1,q2) = 1.

Priklad 7. Najdéte vsechny dvojice prirozengjch cisel, jejichZ soucin je 864 a jejichZ nejvétsi
spolecény délitel je 6.

Reseni. Oznaéme hledan4 &isla a,b a D(a,b) = d. Pak podle véty 11 existuji q1,q2 € 7Z
takova, Ze

a=dq,
b = dgo,
D(Ql,(h) =1

Potom 864 = ab = d?q1q2 = 36q1qo, takZe q1go = 24. Zapisme si vSechny tyto moznosti do
tabulky:

~-10 -



Délitelnost prirozenych cisel

q1 | 2
1|24
2 112
3| 8
4 | 6

Jsou tedy étyfi moznosti, ovSem nesmime zapomenout na podminku D(qi, g2) = 1. Vyhovuji
tedy jen moznosti 1,24 a 3, 8. Paka=6-1=6,b=6-24 = 144 neboa =6 -3 = 18,
b= 6-8 = 48 nebo v obriaceném poradi.

P¥iklad 8. Dokazte primo a tvahou pres rozklad: Va € Z : 3| (a® — a).

Resend. 4. pfimo: Mohou nastat dvé situace:
a. a = 3k,k € Z, pak 3| (a® — a) trividlng; nebo

b. a=3k+1,pak a®—a=27k3+3-9k?-1+3-3k+1—-3kF1 = 3(9%3+9k? + 3k — k),
coz je délitelné tfemi.

ii. dvahou pfes rozklad: Rozlozme a3 — a:

a®—a=a(a®-1)=(a—1a(a+1),
odkud vidime, Ze tfi musi délit pravé jednoho z Ciniteli, protoze jsou to tfi po sobé
jdouct disla.
Pi¥iklad 9. Dokazte neprémo a sporem: Vn € N:5|n? = 5|n.

Reseni. i. nepifmo: Dokazujeme obménu 5 f n = 5 ) n?, coZ je ziejmé.

ii. sporem: P¥edpokladejme, Ze vyrok plati. Pak n? = 5¢,q € Z. Protoze je 5 prvoéislo
a n je celé, musi i 52 | n?, jinak by odmocnina byla iracionélni. Pak tedy n? = 52 - r2,
a proto n = br,r € Z, coz jsme chtéli dokazat.

Kritéria délitelnosti
Nechtn € N,n = ay - 10¥ + a;_; - 101 + ... 4+ a1 - 10 + ag. Pak plati:
i. 2|n <= 2]ay,
it. 4|n < 4|(10a; + aop),
iii. 5|n < 5]ao,
iv. 8|n <= 8|(10%az + 10a; + ap) a

v. 10|n <= a9 =0.

Diikaz. Plati n = 10(ay - 10* ' +ap_; - 10¥2 +--- 4+ a1) + ag = 10l + ag,! € N. O

—-11 -



Délitelnost prirozenych cisel

Definice 32. Necht n € N,n = ay, - 10F + ap_1 - 10F"1 4+ ... 4+ a1 - 10 + ag. Pak &slo

nazveme cifernym souctem d¢isla n.
Nechtn € Nyn = ag, - 10¥ +az_1 - 10*71 + ... + a1 - 10+ ag, S(n) je ciferny soucet
¢isla n. Pak plati:
i. 3|n <= 3|S(n) a

ii. 9|n < 9|S(n).
Diikaz. DokéZzeme polozku ii. Dikaz té prvni probéhne obdobné.

10F=(9+1)F =91+1,leN
n=apr+1)+ar1(—1+1)+---+a1(9 +1)+ao
=9(agly + ag—1lg—1 + - +a1ls) + (ap + ag—1 + - - - + ap)
=9m+ S(n),m e N
1. =:9|nA9|9m = 9|S(n),

2. <=:9|S(n)A9|9m = 9|n. O
Nechtn € Nyn = ay - 10 + a1 - 1051 + ... + a1 - 10 + ag. Pak plati

11|n <= 11|(ap — a1 +az —az + - - + (—1)*ay).

Necht n € N,n = 10k + ag, k € N. Pak plati
i. T|ln < 7|(k + 5ap),

i. 13|n < 13| (k + 4ao).

Dikaz. n = 10k + ag

1. b= k+5a0
106 = 10k + 50ag = 10k + ag + 49ag = n + 49ayg

(a) = :7|nAT|49ap = 7|10b = T7|b, nebot D(7,10) =1
(b) <:7|b = T|10bAT|49a9 = 7|n

it. b=k + 4ag
10b = 10k + 40ag = 10k + ag + 39ag = n + 39ayg

(a) =:13|nA13|39ay => 13|10b => 13|b, nebot D(13,10) = 1
(b) <=:13|b => 13|10bA13|13ap => 13|n 0

12—



Délitelnost prirozenych cisel

Piiklad 10. Dokaste, e Vn € N : 24| (25" + 23).

Reseni. Oznaéme V (n) = 25" 4+ 23. Matematickou indukcf:
1. n=1:24|(25+23) = 48, plati
2. Necht 24|V (n). Chceme dokézat, ze 24|V (n + 1). Plati:

V(n+1)=25"" 423 = 25. (25" 4 23) — 25 - 23 + 23 = 25V (n) — 23(25 — 1),
odkud vidime, Ze 24 |V (n + 1), coz jsme chtéli dok4zat.
Piiklad 11. Dokaste, 2eVa € Z:3 f a => 3|(a? —1).
Reseni. Neni-li a délitelné tfemi, pak a = 3k + 1. Potom
a? —1=9k>+2-3k-14+1—1=3(3k% £ 2k),
coz je délitelné tfemi.

Piiklad 12. Nejvétsi spolecny délitel ¢isel a,b je 15 a jejich nejmensi spoleény ndsobek je
900. Urcete cisla a,b.

Reseni. Oznaéme jejich nejvétsiho spoledeného délitele jako d a jejich nejmensi spoledny
nasobek jako n. Pak existuji nesoudélna qi,q2 € Z takova, Ze a = dqi, b = dgo. Uzitim
véty 11 dostaneme dg1g2 = n, tedy q192 = 60, pfitom D(q1,q2) = 1. Zaznadime si vSechny
moznosti do tabulky:

q2
60
30
20
15
12
10

@cnukwwr—t‘*s

Vyhovujif moZnosti 1 a 60, 3 a 20, 4 a 15 a 5 a 12. Odpovidajici a, b uz jednoduse dopocitame.
Nezpomeneme, Ze nezalezi na poradi.

Necht x,y € Ng. Pak

(z+y)" = 2": (Z) ATUR

k=0

Disledek 1. Dusledkem véty 16 je nasledujici fakt:

(a+b)"=a"+kb=1la+0b", k,leN.
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Poznamka 10. Bod, pfimka a rovina jsou tzv. primitivnimi pojmy (zdkladni), které
nedefinujeme a vyslovujeme o nich nedokazatelnd tvrzeni (axiomy), které povazujeme za
platné. Budeme pracovat v roviné Es (euklidovsky prostor dimenze 2), coz je zdkladni
mnozina, jejiz prvky jsou body. Mnozinu vSech piimek znac¢ime . V planimetrii déle

pracujeme se zdkladnimi vztahy (relacemi):
e leZet na“ — relace incidence: bod lezi na pfimce, zapisujeme A € p,

e leZet mezi“ — relace uspofadani: bod lezi mezi body, zapisujeme X u AB.
Axiom 1. KaZzdymi dvéma raznymi body prochdzi pravé jedna primka.

VA, BeEy3,A#B:3peP:AcpABEnp.

Axiom 2. Na kazdé primce lezi alespon dva rizné body.

VpeP :dJA,BeEy: A#BANA€epABEnp.

Axiom 3. Existuji alespon t¥i po dvou rtzné body, které nelezi na jedné ptrimce.

JA,B,C € By, A#B,B£C,C#A:VpeP:Ad¢dpVB¢pVC¢p.

Axiom 4 (Eukliduv axiom). KaZdym bodem, ktery nelezi na dané pfimce, prochdzi pravé

jedna primka, kterd s danou primkou nem4 Zadny spoleény bod.

VAeEy,VpeP :A¢p = WgeP:AcqApng=0.

Definice 33. Necht A, B,C € E; jsou tfi body. Jestlize vSechny t¥fi lezi (resp. nelezi) na
jedné pfimce, Fekneme, Ze jsou kolinedrni (resp. nekolinearni).

— 14 -
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Axiom 5. Pro kazdé t¥i body plati, Ze pokud jeden lezi mezi druhymi dvéma, tyto tii body
jsou kolinearni.

VA,B,C €Ey:CuAB = A, B, C jsou tfi rizné kolinedrni body.
Axiom 6. Pro kazdé dva ruzné body A, B existuje bod C takovy, Ze bod B lezi mezi body

AaC.
VA,BeFy,A# B:3C €Ey: BuAC.

Axiom 7. Pro kazdé dva rizné body A, B existuje bod C' takovy, ze bod C lezi mezi body
Aa B.
VA, B€Ey,A#B:3D € Ey: DuAB.

Axiom 8. Ze t¥i po dvou rtznych kolinedrnich bodi pravé jeden lezi mezi dvéma ostatnimi.

VA,B,C € p € % kolinedrni,A# B,B# C,C # A: AxBCANBupAC = CuAB.

Axiom 9. Pro kazdé ¢tyfi rizné body A, B, C, D plati, Ze pokud bod B lez{ mezi body A a
C a bod C lezi mezi body B a D, pak bod B lezi mezi body A a D.

VA,B,C,D € E9, BuACANCuBD = BuAD.
Axiom 10. Pro kazdé ¢tyti razné body A, B, C, D plati, Zze pokud bod B lezi mezi body A

a D a bod C lezi mezi body B a D, pak bod C lezi mezi body A a D.

VA,B,C,D € By, BuAC ACuBD = BuAD.

Definice 34. Necht p,q € 9. Jestlize plati:
i. p = q, pak pfimky p, q se nazyvaji splyvajici rovnobézky,
#. p# qApNq=10, pak pfimky p, q se nazyvaji riizné rovnobé&zky,

#i. p#qApNgq#0, pak piimky p, ¢ se nazyvaji riznobézky.
Definice 35. Necht p € %, A € p, B € p, A # B. MnoZinu
P(A)={X €Ey;;X=BVXuABV BuAX}

(resp. mnozinu P(A) U {A}) nazyvidme otevienou (resp. uzavienou) polopfimkou AB
s pocéatkem v bodé A. Znacime E MnoZinu

Q(A) ={X € Ey; ApBX}
(resp. mnozinu Q(A) U {A}) nazyvime otevienou (resp. uzavienou) polopfimku opac-
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nou k poloptimce E s pocatkem A.

Definice 36. Necht body A, B € E3, A # B. Prunik uzavienych polopiimek E a ﬁ
nazveme useCkou AB. Body A, B se nazyvaji krajni body tsecky AB, jakykoliv bod
X pu AB se nazyva vnit¥ni bod tsecky AB.

Definice 37. Necht a € ?,A ¢ a,B ¢ a, A # B. Pak pfimka a oddéluje body A, B,
zapisujeme av AB, pokud a N AB # (). V opéaném piipadé pF¥imka a neoddéluje body
A, B. Zapisujeme a v AB.

Definice 38. Necht a € 9. Pak vSechny X € E; \ a lze rozdélit do dvou podmnozin
P(a),Q(a) tak, ze:

i. pfimka a oddéluje kazdé dva body z riznych podmnozin:

Vz € P(a),VY € Q(a) : av XY,

1. primka a neoddéluje zadné dva body z jedné podmnoziny:

VX,Y € P(a) A\VX,Y € Q(a) : a7 XY.

Pak mnozinu P(a) (resp. mnozinu Q(a)) nazveme otevienou polorovinou s hrani¢ni
pfimkou a (resp. otevienou polorovinou s hrani¢éni pfimkou a opa¢nou k P(a)).
Mnozinu P(a)Ua (resp. Q(a)Ua) nazveme uzavienou polorovinou s hraniéni pfimkou
a (resp. uzavienou polorovinou s hrani¢ni pfimkou a opa¢nou k P(a)).

Definice 39. Necht A, B,V € E; jsou tfi rizné nekolinedrni body. Priunik polorovin
V—fi N V—B) nazveme konvexnim thlem (zapisujeme <AV B), V jeho vrcholem, polo-
piimky V‘fi ﬁ jeho rameny. Nekonvexnim tihlem <AV B nazveme sjednoceni polorovin
opacnych k polorovindm V—A), V—B)

Definice 40. Necht A, B,C' € E, jsou tii rtizné nekohnearnl body Trojihelnikem ABC
(zna¢ime AABC) nazyvdme prunik polorovin AB C' NB C’A N C’AB Body A, B, C nazyvame
vrcholy tohoto trojihelnika, tsecky AB, BC,CA jeho stranami.

Definice 41. Necht A, B € E,. Pfifadme uspofddané dvojici bodi (A, B) reilné &islo
oznacené |AB|, které nazveme délkou tsecky AB, pro néz plati:

i. |AB| >0, pfi¢emz |[AB| =0 < A =B,
ii. |AB| = |BA|,
iti. CuAB —s |AB| = |CB|+|AC|,
iv. Necht AB je polopfimka, m € RY. Pak JIC € AB tak, 7e |AC| =
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Definice 42. Necht méme konvexn{ thel <AV C. Uhlu <AV C ptifadme &slo a € (0, 180),
které nazveme velikosti Ghlu (zna¢ime |<<AVC|) ve stupnich tak, Ze

1. nulovy thel mé velikost 0°, primy 180°,
t. kazdy jiny konvexni thel m4 velikost n°, kde 0° < n® < 180°,u € R,
1i1. jestlize polopfimka, VE prochdzi mezi rameny konvexniho thlu <AV C, pak |[<AVC| =
|<<AVB| 4 |<BVC]| a

. je-li V_/i je polopfimka, u € R, u € (0°,180°), pak existuje polopfimka ﬁ takova, ze
|<AVB| = u°.

Definice 43. Necht mame thel <AV B. Uhlu <AV B pfifadme &islo a € (0,27), které
nazveme velikosti thlu (znadime |<AV B|) v radidnech takto:
Necht k(V,r),X € kN VA,Y € knVB. Oznatme s velikost oblouku XY Velikost thlu pak

definujeme jako
|<AVB| = ;

Poznamka 11. Je-li s = r, m4 thel <AV B velikost 1 radian.

Necht <AV B je thel, ¢ jeho velikost v radidnech a o jeho velikost ve stupnich.
Pak plati:

m 180°

1807 o=

p=a

Definice 44. Necht p,q € % jsou dvé riiznobézky. Rekneme, Ze p, ¢ jsou na sebe kolmé
(a zapisujeme p L q), jestlize vSechny ¢tyfi uhly, které spolu sviraji, jsou shodné (a tedy
pravé).

Poznamka 12 (Klasifikace ahli podle velikosti). Necht « je velikost thlu |[<ABC|. Potom
je thel |<ABC|

e nulovy, pokud a = 0°,

e ostry, pokud 0° < a < 90°,

e pravy, pokud a = 90°,

e tupy, pokud 90° < a < 180°,

e primy, pokud a = 180°,

e konvexni, pokud 0° < o < 180°,

e nekonvexni, pokud 180° < a < 360°,

e plny, pokud a = 360°,

e kosy, pokud je ostry nebo tupy.
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konvexni

A

ostry pravy tupy pfimy ) konkavni plny

/H\\Qp;@

Obrazek 2 — Klasifikace tihla podle velikosti

r

Definice 45. Necht A, B € Ey. Vzdalenosti bodi A, B nazveme délku usecky AB.

Definice 46. Necht P € Eq,p € 9. Vzdalenosti bodu P od pfimky p nazveme reilné
Cislo oznadené p(P, p) takové, Ze p(P,p) = |PPy|, kde Py je kolmy primét bodu P na pfimku
.

Definice 47. Necht a,b € 2, a || b. Vzdélenosti dvou pfimek a, b nazveme redlné ¢islo
oznalené p(a, b) takové, ze p(a,b) = p(A,b), kde A € a je libovolny bod.

Definice 48. Necht a,b € 2. Odchylkou p¥imek a,b nazveme redlné éislo ¢° € (0, 90),
kde ¢ je velikost ihlu, ktery spolu primky a, b sviraji. U rovnobézek klademe ¢ = 0°.
Definice 49. Dva tihly nazveme

o vrcholové, jestlize jsou jejich ramena opacné poloprimky,

o vedlejsi, jestlize je jejich jedno rameno spolecné a zbyld dvé ramena jsou opacCné
polopfimky,

e souhlasné, jestlize jejich prvni ramena lezi na jedné pfimce a druha ramena jsou
rovnobézna, pritom smér prislusnych ramen je stejny,

o stridavé, jestlize jejich prvni ramena lezi na jedné primce a druhd ramena jsou
rovnobézna, pritom smér prislusnych ramen je opacny,

o prilehlé, jestliZe jejich prvni ramena lezi na jedné piimce a jdou do opacnych sméra

a druhd ramena jsou rovnobézna.

* vrcholové * dopliikové * vedlejsi
a=f a+ [ =90° a+ [ =180°

. souhlasn%\ « stiidavé / « prilehlé /

H % H /éﬂ/
H @ H a t a

a=p Ta=8 @ +B = 180°

Obrazek 3 — Dvojice thla
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Definice 50. Dvé poloptimky leZici na téZe piimce nazyviame souhlasnymi, jestlize jedna
z nich je podmnozinou druhé. V opa¢ném piipadé je nazveme nesouhlasnymi.

Definice 51. Necht je dan trojihelnik AABC. Vnitfnim tdhlem AABC pfi vrcholu
A (resp. B, resp. C) nazyvame thly <CAB (resp. <ABC, resp. <BCA), vné&j$im thlem
AABC pfi vrcholu A (resp. B, resp. C) pak vedlejsi thel k dhlu <CAB (resp. <ABC, resp.
<BCA).

Obréazek 4 — Trojihelnik s vnitfnimi («, B8, v) a vnéjsimi (¢/, §’, v') tdhly

Soudet vsech vnitrnich dhli v trojuhelniku je 180°.
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti vedme bodem A rovnobezku se stranou a. Odtud lze jasné

vidét, Ze zbylé dva thly k thlu « jsou stfidavé s Ghly B, v, a tedy i shodné. Celkem dévaji
primy thel, t.j. jejich soucet je 180°, coz jsme chtéli dokazat. O

A

C

Obrazek 5 — Soucet 1hll v trojihelniku

Soucet libovolngch dvou vnitinich uhli v trojuhelniku je mensi néZ 180°.
Diikaz. Plyne z predchozi véty a tvrzeni, Ze vnitini thel v trojihelniku je nenulovy. O

V kaZdém trojihelniku je velikost vnéjstho uhlu pri jednom vrcholu rovna souctu
velikosti dvou zbylych vnitrnich whli.

Diikaz. Jisté plati a+a’ = 180°, protoZe jsou to thly vedlejsi. Zaroven plati a+ 3+~ = 180°.
Celkem tedy méme o = 8+, coZ jsme chtéli dokazat. O
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Definice 52. Trojihelnik se nazyvi rovnoramenny, jestlize alesponi dvé jeho strany jsou
shodné tsecky. Strany stejné délky nazveme rameny, tu tieti zdkladnou a vrchol proti
zékladné vrcholem. Trojthelnik se nazyva rovnostranny, jestlize vSechny tfi jeho strany
jsou shodné usecky. Trojuhelnik se nazyva pravotuhly, jestlize je jeden jeho vnitini thel
pravy. Dvé strany, které jsou rameny pravého thlu nazveme odvésnami, tu tfeti pfeponou.

Definice 53. Stredni prickou trojihelniku nazyvame tsecku spojujici stiedy dvou stran
trojihelnika. Téznici trojihelniku nazyvame tsecku spojujici vrchol trojihelniku se stfedem
protéjsi strany. Vyskou trojihelniku nazyvame tsecku prochézejici vrcholem trojihelnika,
ktera je kolma na primku, na které lezi protéjsi strana trojihelniku. Prisecik vysek nazyvame
ortocentrum.

KazZdd stredni pricka je rovnobéznd s protilehlou stranou a je dvakrdt mensi neZ
protilehld strana.
Diikaz. Trojahelniky vrchol — stfedni pficka a vrchol — protilehld strana jsou zjevné podobné
s koeficientem 2. O

Teznice trojihelnika se protinaji v jednom bode, ktery je déli v pomeru 2 : 1.

Diikaz. V trojihelniku ABC jsou téZnice t,, ty, t.. Sestrojme body X,Y tak, aby ABXC
a ABCY byly rovnobézniky. Jisté jsou AX, resp. BY jejich thlopficky. Zaroven je |AB| =
|CX| = |CY]|, takze C je stied XY. Té€Zznice t. je tim paddem osou soumérnosti lichobéznika
ABXY, a proto lezi na pruseciku jeho thlopficek (tento lichobéZnik je rovnoramenny).
V témze trojuhelniku oznaéme stfedy stran Sg, Sy, Sc. Trojihelnik S,S,S. je pak podobny
s trojihelnikem ABC s koeficientem 1/2 (jeho strany jsou stfednimi pfi¢kami trojihelnika
ABC). Navic téZznice ,menstho“ trojihelnika lezi na t&Znicich toho ,vétstho“. Protoi |AT| =
2|Ss,5.T|, coz jsme chtéli ukdzat. O
Definice 54. Prusecik téZnic nazyvame tézistém.

Necht ANABC je rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou AB. Pak plati, Ze téinice
te splijvd s vyskou v. a s osou thlu <ACB.

Diikaz. Necht t. = CCh, kde C je stfedem AB. AAC,C = ABC,C (sus), nebot |AC| =
|BC|,|AC| = |BCy| a |<CAC}| = |<CBC|

i. |<AC1C| = |<BCiC|=90° = CC; = v,

ii. |<AC1C| = |«BC1C| = CCy = osa thlu <ACB. O

V kazdém NAABC plati, Ze soucet délek dvou libovol-
nyjch stran je vétsi neZ strana treti.
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Diikaz. Ukézeme, Ze |AC| < |AB| + |BC|. Sestrojme na AB bod D tak, ze |BD| = |BC| A
BuAD. ABCD je rovnoramenny s hlavnim vrcholem B — w; =§d BuAD = w; <w
— d<w = |AC|< |AD|=|AB|+|BD|=|AB|+|BC| = |AC| < |AB|+|BC|. O

o 888: Shoduji-li se dva trojuhelniky ve vsech trech odpovidajicich si strandch, jsou shodné.
o sus: Shoduji-li se dva trojuhelniky ve dvou strandch a dhlu jimi sevreném, jsou shodné.

o usu: Shoduji-li se dva trojuhelniky v jedné strané a v obou uhlech k ni prilehlych, jsou

shodné.

o Ssu: Shoduji-li se dva trojuhelniky ve dvou strandch a dhlu proti delsi z nich, jsou

shodné.

Diikaz. Jednu si urime jako axiom (t¥eba sus) a zbylé pfevedeme na tuto rozkladem na
pripady. O

Definice 55. Trojihelniky jsou podobné, zapisujeme AABC ~ ADEF, jestlize 3k € R :

| — JABl _ |BC| _ |CAl

= |DE| = [EF| = |FD|" Cislo k nazveme koeficientem podobnosti.

o uu: Shoduji-li se dva trojuhelniky ve dvou thlech, jsou podobné.

e sus: Shoduji-li se dva trojuhelniky v poméru dvou stran a dhlu jimi sevieném, jsou
podobné.

Necht je ddn pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB.
Pak

V2 =4 Cp

Obrazek 6 — Euklidova véta o vysce

Diikaz. Podle obrazku 6 je AACCy ~ ACBCy, kde Cj je kolmy primét bodu C na stranu

AB (dle véty uu), nebot <CoCB je otocenim <CyAC. Pak taky % = Iggg; = =2
a tedy v2 = ¢, - ¢y, co jsme chtéli dokazat. O
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Necht je ddn pravouhly trojuhelnik s preponou AB.
Pak

B=c-c

a?=c-c,

Driikaz. Podle obrizku 6 je AABC =~ ACBC)y, kde Cj je kolmy pramét bodu C na stranu
AB (dle véty uu), nebot <CyBC je otoenim <CBA. Pak taky ”‘;—Ccol' = I]j—% == @ =2
a tedy a® = ¢, - ¢, coz jsme chtéli dokazat. O

Necht je ddn pravoiuhly trojuhelnik ABC' s preponou c. Pak

a? + b =%

Diikaz. Z Euklidovy véty o vysce plati cc, = a?, ccp = b2, po seéteni téchto dvou vztahil
ziskdame
cca+ccb=a2+b2(=>c(ca+cb)=a2+b2<=>c2=a2—|—b2. d

Definice 56. Necht A;, Ay, A3, A4 € Eg jsou ¢tyfi body, z nichz Zddné tfi nejsou kolinearni.
Sjednoceni tsecek A;As U AsAs U A3Ay U AgA;1 nazveme uzavienou lomenou ¢arou.

Definice 57. Necht ABCD je uzaviend lomena Cara, kterd sama sebe neprotini. Pak
¢tyriahelnikem ABCD nazveme sjednoceni této lomené ¢ary s mnozinou jejich vnitinich
bodt. Body A, B, C, D se nazyvaji vrcholy, uzaviend lomena ¢ara ABC D obvodem, kazda
usecka stranou a usecky AC, BD se nazyvaji ithlopricky.

Soucet vnitrnich dhlu ctyrihelnika je 360°.

Diikaz. Ctyithelnik ABCD lze rozdélit na dva trojihelniky AABD a ABCD jako na
obréazku. Pak jisté plati a+ 81 + 01 = 180° a B2 + v+ d2 = 180°. Soucet vSech vnitinich dhla
¢tyfuhelnika ABCD je tedy o+ B1 + B2 + v + d1 + 92 = 360°, coZ jsme chtéli dokdzat. [

C

D

()

4 <J

B

Obrazek 7 — Ctyfthelnik ABCD
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Definice 58. Necht ABCD je ctyiihelnik, jehoZ protéjsi strany jsou rovnobézné. Pak ho
nazveme rovnobéZnikem.

V rovnobézniku ABCD plati:
i. |AB| = |CD| A |BC| = |AD|,

it. protilehlé uhly jsou shodné.

Diikaz. Plyne ze shodnosti trojihelniki AABD a ACDB. O

v /v

Uhlopricky rovnobésnika se navzdjem puil.
Diikaz. Plyne ze shodnosti trojihelniki AASD a ACSB, kde S je prusecik uhlopficek. [J

Definice 59. Ctyfthelnik, jehoz vSechny &ty¥i dhly jsou pravé, nazveme pravoiihelnik.

i. KaZdy pravoihelnik je rovnobéznik.

ii. Uhlopiicky pravoihelnika jsou shodné.

Dikaz.

Vv

1. Plyne ze shodnosti trojihelniki ABD a BAC. O

Yy 7

Definice 60. Rovnobéznik ABCD se nazyva koso¢tvercem (resp. kosodélnikem), jestlize
|AB| = |BC)| (resp. |AB| # |BC|) a zédny vnitini dhel neni pravy.

Uhlopricky v kosoctverci se navzdjem pils.

Definice 61. Pravotuhelnik ABCD nazyvime
o C&tvercem, jestlize |AB| = |BC|,

o obdélnikem, jestlize |AB| # |BC)|.

Definice 62. Konvexni étyftuhelnik ABCD, kde AB || CD A BC }f AD, nazveme lichobé&z-

YYv__»

nikem. Strany AB,CD nazveme zdkladnami a strany BC' a DA rameny lichobéznika.

Definice 63. Uzaviend lomend ¢ara A1 A, ... A, A1, kterd leZzi v roviné a sama sebe nikdy
neprotind ohranicuje ¢ast roviny, kterd se nazyvd mnohothelnik nebo také n-tihelnik.

Definice 64. Necht S € Ey,7 € RT. KruZnici (resp. kruhem) se stfedem S a polomérem
r nazyvadme mnozinu vSech bodu X € Eg, kde |SX| =r (resp. |[SX| < ).
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Definice 65. Necht k(S,7) je kruznice, X1, X5 € k, X; # Xo. Usetku (resp. p¥imku) X; X,
nazyvame tétivou (resp. se¢nou) kruznice k.

Definice 66. Necht k(S,r) je kruznice, T € k. P¥imku ¢, pro niz plati T € t AST L ¢t
nazyvame te¢nou kruznice k£ s bodem dotyku T'.

Definice 67. Necht je dan oblouk AB na kruznici k(S, ). Polopfimky S—/i, S? jsou rameny
dvou 1hld, z nichZ pravé jedno obsahuje oblouk AB. Tento ihel nazyviame stfedovym
thlem pfislusnym oblouku AB. Kazdy thel <AXB, kde X € kA X ¢ AB, nazyvame
obvodovym thlem pfisluSnym oblouku AB.

Necht k(S,r) je kruznice. Pak stredovy thel je dvojndsobkem libovolného obvodo-
vého uhlu prislusného k témuz oblouku kruznice.

Diikaz. Rozdélime na tfi pfipady polohy ostrého obvodového tthlu <AX B vudi stfedu
kruznice S.

i. stfed kruznice lezi na rameni obvodového thlu
Trojihelnik ASX B je rovnoramenny se zdkladnou BX, takze |[<SBX| = |<SXB| = ¢.
Oznaéme |[<ASB| = w. Pak 2¢ + (180° — w) = 180°, tedy w = 2¢p, coz jsme chtéli
dokéazat.

it. stfed kruznice lezi uvnitt obvodového thlu
Oznacme prisecik piimky X .S s kruznici k, ktery je rizny od X jako C. Pak protoze
|[<AXC| = 2 - |<ASC| a |[<BXC| = 2 - |<BSC|, coz uz jsme dokézali v i., pak
i|<AXB|=2-|<ASB|.

1. stfed kruznice lezi vné obvodového thlu
Oznaéme pruseéik pfimky XS s kruznici k, ktery je razny od X jako C. Pak |<BXC| =
2. |<BSC| a |<AXC| = 2 - |<ASC|, coz uz jsme dokazali v i.. Pak i |[<AXB| =
2. |<ASB]. O

Kazdé dva obloukové uhly prislusné témuz oblouku kruznice jsou shodné.
Kazdj obvodovy uhel prislusny polokruznici je pravy.
\ 1%

Obrazek 8 — Obvodovy a stfedovy thel, Thaletova kruznice

A
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Definice 68. Necht AB je mensi oblouk kruznice k(S, ), ¢t teéna ke kruznici k v bodé A,
bod C € t, C € o, kde o je polorovina k ABg. Uhel <C AB nazyvime tisekovym tihlem
pfislusnym oblouku AB.

Usekovy thel prislusng oblouku AB md stejnou velikost jako obvodovy dhel prislusn

N
g

=
A

témuz oblouku.

Obrazek 9 — Usekovy iihel

Definice 69. Necht AB je tiseCka. Osou tsecky AB nezveme piimku o, kterd prochazi
stfedem tsecky AB a je na ni kolma4.

Necht AB je usecka. MnoZinou vsech bodi X € Eq, pro néZ |AX| = |BX|, je osa
o usecky AB.
Diikaz. Oznatme U = {X € Ey : |AX| = |BX|}.

i.0CU:X €olib. = necht X € AB = X =S —stfed AB = |AS|=|BS| =
X €U. Necht X ¢ AB = AASX =2 ABSX (sus) = |AX|=|BX| = X eU.

ii. UCo: X €Ulib. = |AX|=|BX| = necht X € AB = X =S € o. Necht
X ¢ AB — 3JAABC - rovnoramenny se zékladnou AB, kde XS je téZnice, ale
ivyska = XS 1 AB — X €o. O

Necht AB je isecka, o jeji osa. Pak plati:
i. oA = {X € E, : |AX| < |BX|},
ii. oB = {X € Ey: |AX| > |BX]}.

Dikaz.

1. Necht X € o_/i. Necht X € o = plati podle véty 39. Necht X ¢ o. Necht X € AB —
zfejmé. Necht X ¢ AB. Oznaéme Y € oNBX, |BX|=|BY|+|YX|=|AY|+|Y X| >
|AX| = |BX|>|AX| = plati vlastnost.

it. Necht X ¢ oA. Necht X ¢o = Xe¢€ oB — |BX| < |AX| = neplati vlastnost
pro polorovinu oA. O
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Necht a,b jsou dvé riznobézky, a Nb = {P}. MnoZinou vSech bodi X € Ey, pro
néz plati p(X,a) = p(X,b), je sjednoceni primek o1 N 0z, kde 01, 02 jsou osy dhli, které
primky a, b sviraji.

Definice 70. Necht a, b jsou dvé ruzné rovnobézky. MnozZinou vSech bodu X € Es, pro néz
plati p(X,a) = p(X,b) je pfimka o || a, kde p(o,a) = p(0,b). Tuto pfimku nazveme osou
pasu s hrani¢nimi pfimkami a, b.

Necht <AV B je konvexni nenulovy thel. MnoZinou vsech bodi X € Eq, X €
<AV B, pro néz plati p(X, V_A)) = p(X, ﬁ), je poloprimka o, kterd je osou konverniho thlu
<AV B.

Definice 71. Necht p je primka. Mnozinou vSech bodi X € E,, které maji od primky
p stejnou vzdalenost a € R, je sjednoceni pfimek e; Uey, kde e; || e2Ap(e1,p) = p(e2,p) = a.
Tyto piimky nazveme ekvidistantou piimky p.

Definice 72. Necht k(S, r) je kruznice. Mnozinou vsech bodi X € Eg, které maji od kruznice
k stejnou vzdélenost a,a € R*,a < r, je sjednoceni kruZnic ej, e2, kde kruznice k, e1, ez jsou
soustiedné a plati p(e1, k) = p(e2, k) = a. Tyto kruznice nazveme ekvidistantou kruZnice
k.

Definice 73. Necht AB je tise¢ka. Mnozinou vSech vrcholi C € Es vSech pravoihlych
trojuhelniki AABC s pfeponou AB je mnozina k ~\ {A, B}, kde k (S, @) je kruznice,
S je stfed AB. Tuto mnozinu budeme nazyvat Thaletovou kruznici nad pfeponou AB
a oznacovat 7(AB).

Necht AB je dsecka, |<<ACB| velikost dhlu v. MnoZinou vrcholi X € Eg vsech
AABX s jednou stranou AB a dhlem vy o velikosti |<<ACB| je sjednoceni vnitiku oblouku
ACB s jeho obrazem AC'B’ v soumérnosti podle primky AB.

Poznamka 13. Pokud <AXB = «, pak fikdme, Ze tusecka AB je vidét z bodu X pod
ihlem «, resp. ihel a se nazyvi zornym thlem tsecky AB.

Definice 74. Necht AABC je trojuhelnik. Kruznici, kterd prochézi body A, B,C, na-
zveme kruZnici opsanou trojithelniku AABC. Kruznici, kterd se dotyka vSech t¥i stran
trojihelniku AABC, nazveme kruZnici vepsanou trojihelniku AABC.

Stred kruznice trojihelniku opsané (resp. vepsané) leZi v priseciku os stran (resp.
o0s 1hli) daného trojihelniku.

Definice 75. Necht je ddna kruznice k(S, r). Konvexni ¢tyfihelnik ABCD, ktery je vepsin
do kruZnice k, nazyvame tétivovym ctyridhelnikem. Konvexni ¢tyfihelnik EFGH, ktery
je opsan kruznici k, nazyvame teCnovym c¢tyrihelnikem.

Necht je ddn cétyriuhelnik ABCD se stranami a,b,c,d a thly o, 8,7,0. Pak plati:
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e ABCD je tétivovy <— a+vy= L8+ =180°,

e ABCD je te¢novy < a+c=b+d.

Definice 76. Je ddn bod M a kruZnice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti bodu
M ke kruZnici k rozumime &islo p(M, k) = |[MO|? — r2.

Necht primka p vedend bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Pak plati

IMA|-|MB|,  le#-li M vné k,

p(M, k) = o »
—|MA|-|MB)|, lezi-li M vonitr k.

Diikaz. Necht je ddna kruznice k(O,r) a bod M, ktery lezi v jeji vnéjsi oblasti. Bodem M
je déle vedena pfimka, kterd protne kruznici k£ v bodech A, B tak, ze B € m . Konecné
vedme bodem M tecnu s bodem dotyku T ke kruznici k takovou, ze ptimka m neoddéluje
body O a T.

Uhly <M AT a <BTM jsou shodné, protoZe jsou tihlem obvodovym, resp. tsekovym
pfisluSnym témuz oblouku BT'. Pak jsou trojihelniky AATM a ATBM podobné. Plati
tedy

% = % < |[MT|? =|MA|-|MB|.

Jenze MT je odvésnou pravoihlého trojihelnika AOMT s pfeponou OM. Je tedy
p(M,r) = |OM|* —r? = [MT|*> = |MA| - [MB],
coZ jsme chtéli dokdzat. Obdobné postupujeme i je-li M ve vnitinf oblasti kruznice k. O

Priklad 13. Dvé kruznice se protinaji ve dvou bodech A, B, bod X € f@, ale nelezi na
usecce AB. Dokazte, Ze délky tuseki na teéndch vedengch z bodu X ke kruznicim jsou shodné.

Reseni. Oznaéme body dotyku Ti,Ts. Z mocnosti bodu ke kruznici plati |T1 X|?> = | X B| -

IXA| = |XT2.

Priklad 14. Je ddna primka p, kruznice k1, ko v opacngch polorovindch s hranici p. Sestrojte
dsecku XY tak, aby X € k1,Y € ko, XY L p, a stied dsecky XY lesel na p.

Reseni. Rozbor: XY 1L pAstfed XY €p = X = Op(Y'). Hleddme bod X: bud X € ki,
nebo X = Op(Y) ANY € kg = X € Op(k2) = k), celkem tedy mdme X € ki N kj.
Déle nesmime v feSeni zapomenout zahrnout taky postup konstrukce, samotnou konstrukci
a diskuzi poétu FeSeni (tady v zévislosti na poétu pruniki k; s k5).

Priklad 15. Jsou ddny dvé rovnobéZky a,b a mimo né bod C. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC tak, aby A € a, B € b.
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Resend. Strana AC je stejné dlouh jako BC a navic sviraji dhel 60°. Bod B tedy nalezneme
jako prinik piimky b s otocenim primky a o 60° kolem bodu C.

Piiklad 16. Zobrazte bod X ve stejnolehlosti dané bodem S a koeficientem

i. A=3,
.. 1
. A= 3,
1
1. A= —3,
w. A= -3.

Reseni. ReSeni vypada nésledovné:

Priklad 17. Je ddna kruznice k a uvnitr ni bod M. Sestrojte vSechny tétivy této kruznice
prochdzejici bodem M, které jsou jim deleny v poméru 3 : 5.

Resend. Ozna¢me tétivu jako XY (X,Y jsou tedy na kruznici k). Pak Y je obraz bodu X
ve stejnolehlost se stfedem M a koeficientem —g. Protoze body X lezi na kruznici k, pak
bod Y lezi na kruznici k" (tj. obraz kruZnice k ve vySe popsané stejnolehlosti). Proto je Y
prusecik kN K.

Priklad 18. Je ddn konvexni ihel <AV B a vnitrni bod M tohoto idhlu. Sestrojte kruznici
k,M € k, kterd se dotykd obou ramen tuhlu.

Resend. Sestrojime si libovolnou kruZnici &/, kterd se dotyka ramen thlu AV B a pak ji

zobrazime ve stejnolehlost se stfedem V' a koeficientem VM| “yde M je prisecik tsecky

VM']»
VM a kruznice k'.

Priklad 19. Je ddna primka p, kruznice k, kterd nemd s primkou p spolecny bod a bod A,
ktery nelezi ani na primce p, ani ve vnitrni oblasti kruznice k. Sestrojte trojihelnik ABC
s uhlem |<BAC| = 60° tak, aby B € p,C € k,|AC| = 2|AB|.

Reseni. Bod C je obraz bodu B ve sloZeném zobrazeni ze stejnolehlosti se stfedem v bodé A
a koeficientem 2 a néasledném otoceni o 60°. . ..Proto je bod C priisec¢ik kruznice k£ a pfimky
p’ ziskené vySe popsanym zobrazenim.
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Kartézsky soucin, binarni relace, zobrazeni

Definice 77. Kartézskym soudinem mnozZin A, B nazyvdme mnozinu A X B vSech
uspofadanych dvojic (a,b) takovych, ze a € A,b € B.

A x B ={(a,b);a € A,be B}.

Poznamka 14. Kartézsky soucin A x A nazveme kartézskym ¢étvercem mnoziny A.

Poznamka 15. Kartézsky graf je graf, kde prvky na ose z (resp. y) jsou prvky z mnoZiny
A (resp. B) a usporadanou dvojici (a, b) zaneseme jako piislusny bod se soufadnicemi [a, b].

Definice 78. Necht A, B jsou dvé mnoziny. Pak kazdou podmnozinu kartézského soucinu
A x B nazyvame binarni relaci mezi mnoZinami A, B (v tomto pofadi). Je-li specidlné
A = B, pak hovorfime o binarni relaci v mnoZiné A.

Definice 79. Necht o C A x B je bindrni relace. Je-li usporddand dvojice (a,b),a € A,b € B
prvkem mnoziny «, fikame, Ze a je v relaci s b a piSeme a ~ b.

Piiklad 20. Zndzornéte graf relace U = {[z,y] € R2:z —y +1 =0}.
Reseni. ReSenim je pifmka y = = + 1.
Definice 80. Relaci na mnoziné A nazveme
i. reflexivni, pokud Va € A : a ~ a,
1. symetrickou, pokud Va,be A:a~b = b~ q,
144. tranzitivni, pokud Va,b,c€ A:a~bAb~c = a~c.

Definice 81. Relaci na mnoziné A, ktera je zaroven reflexivni, symetrickd a tranzitivni,
nazveme relaci ekvivalence.
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Poznamka 16. Kazdé relaci ekvivalence na mnoziné A pfislusi rozklad prislusny ekvi-
valenci tak, Zze mnozZinu A rozdélime na po dvou disjunktni podmnoziny, jejichz sjednoceni
dévé mnozinu A a navic plati, Ze vSechny prvky v jedné podmnoZiné jsou navzajem ekviva-
lentni a zadné dva prvky z jinych podmnozin ekvivalentni nejsou. Tyto podmnozZiny potom
nazveme tf¥idami rozkladu.

Definice 82. Necht A, B jsou dvé mnoZiny. Zobrazenim f z mnozZiny A do mnoziny
B nazyvame relaci f C A X B, pro niZ plati: Vx € A: 3max. 1y € B: (z,y) € f. Prvek x
nazveme vzorem a y obrazem.

Definice 83. Necht f C A x B je zobrazeni. Definiénim oborem (resp. oborem hodnot)
zobrazeni f nazveme mnozinu D(f) C A (resp. H(f) C B) vSech prvki a € A (resp. b € B)
takovych, Ze k nim existuje pravé jedno b € B (resp. alespon jedno a € A) tak, ze b = f(a).

Definice 84. Pokud D(f) = A (resp. D(f) # A), hovofime o zobrazeni mnozZiny (resp.
zobrazeni z mnoziny) A. Pokud H(f) = B (resp. H(f) # B), hovoiime o zobrazeni na
mnozinu (resp. zobrazeni do mnoZiny) B. Zobrazeni mnoZiny na mnozinu nazyvime
surjekci. Je-li A= B (resp. A= BA (A= D(f)V B = H(f))), hovofime o zobrazeni v
mnoziné (resp. zobrazeni na mnoziné) A.

Definice 85. Necht f je zobrazeni z A do B. Zobrazeni f je prosté neboli injektivni,
jestlize ke kazdému b € B existuje nejvyse jedno a € A takové, ze b = f(a).

Definice 86. Zobrazeni, které je soucasné surjekci a injekci, nazyvame bijekce.

Definice 87. Necht a C A x B je binarni relace. Inverzni relaci k relaci a nazveme relaci
a1 C B x A takovou, ze

a ! ={(b,a) € B x A;(a,b) € a}.

1

Je-li a1 zobrazeni, nazveme relaci o~! inverznim zobrazenim k zobrazeni o.

Definice 88. Necht f : B — C,g : A — B jsou zobrazeni. SloZzenym zobrazenim ze
zobrazeni f a g nazveme zobrazeni h : A — C takové, Ze

h={(a,c) e AxC;3be B: f(b) =cAg(a) =b}.

Znadéime ¢ = f(g(a)), h = f o g (¢teme . f po g“).
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Kapitola 6

Funkce a jejich zakladni vlastnosti

Definice 89. Funkci f nazyvame kazdé zobrazeni z R do R.

Poznamka 17. Obecnéji by se funkce dala definovat také jako zobrazeni z C do C.

Definice 90. Necht f C R x R je funkce. Mnozinu
D(f)={z€R: 3y Ry = f(a)}

nazveme definiénim oborem funkce f. Mnozinu
H(f)={yeR:3IxeR:y= f(z)}

nazveme oborem hodnot funkce f.

P¥iklad 21. Urcete definicni obor a obor hodnot funkce y = z° + x + 1.

Reseni. Defini¢ni obor je R, obor hodnot (mnoZinu vSech vyhovujicich a) ziskdme Fesenim
rovnice a = z? + z + 1 v proménné z:

a=z*+z+1
0=z’+z+1l-a
D=1-41-a)=4a-3.

Aby rovnice méla FeSeni, musi byt D > 0, tedy 4a — 3 > 0, odkud dostdvadme a > 3/4, obor
hodnot je tedy (3/4,00).

Poznamka 18. Grafem funkce rozumime mnozZinu vSech bodi [z, f(x)], kde z € D(f).
Piiklad 22. Nakreslete graf funkce y =2 — |z + 1|.

Resend. Graf této funkce (lomend piimka) bude mit zlomy jen tam, kde m4 zlomy absolutni
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hodnota, tj. v jejich nulovych bodech. V tomto pfipadé je to v bodé z = —1 (protoze
pak z + 1 = 0, kde se méni znaménko). Staéi tedy uréit funkéni hodnotu v tomto bodé
a v libovolnych dvou bodech nalevo a napravo od néj.

Y

Obrazek 10 — Graf 2 — |z + 1]

Piiklad 23. Nakreslete graf funkce y = —2x> + z — 1.
Resend. Doplnénim na &tverec ziskame:
11 12 1 1 1\2 7
2 +zr—1=-2(a?-z+-)=-2(z--) —2(-=+2)=-2(2-3) —=
-+ (:c 2:c+2) (a: 4) ( 16+2) (x 4) 3’
—_——

z—%:c—i—
odkud vidime, Ze parabola je rozeviend doli, je posunutd o 1/4 doprava a o 7/8 dola.

\y €T

—-0.6-0.4-0.2 02 04 06 08 1 1.2
—-0.5

Obrazek 11 — Graf —2z2 + 2z —1
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Definice 91. Funkce f se nazyva prosta, pravé tehdy kdyz

Vzi,22 € D(f) : 21 # 2 = f(z1) # f(z2).

Definice 92. Necht f : D(f) — H(f) je prostd funkce. Inverzni funkci k funkci f nazveme
funkei f=1: H(f) — D(f) takovou, Ze

fl@)=y = 'y ==z

Poznamka 19. Grafy funkce a funkce k ni inverzni jsou soumérné podle pfimky y = x.
Piiklad 24. K funkci f : y = 2z — 1 urcete f~! a nacrtnéte grafy obou funkci.

Reseni. Pocitejme

2z=y+1
-1, _:I:+1
7 iy= 5

Grafy funkci jsou soumérné podle pfimky y = x a maji stejnou monoténnost.

I ’
4 Y — % —1
—(z+1)/2
3 v=2

Obrazek 12 — Grafy funkei 2z — 1 a ””TH

Definice 93. Funkce f se nazyva licha (resp. sudd), jestlize plati
i. Ve e D(f): —z € D(f) a
i. Vz € D(f) : f(—=) = —f(), resp. f(—z) = f(=).

Poznamka 20. Graf liché funkce je soumérny podle pocatku, graf sudé funkce je soumérny
podle souradné osy .
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Piiklad 25. Urcete paritu funkce y = 2.

Resent. Ovéiime obé podminky z definice 93:
i. D(f) = R — plati,
ii. f(—z) = (—x)? = 2% = f(z) — plati, tedy funkce je suda.
Definice 94. Necht f je funkce a M alespoii dvouprvkovd mnozina z D(f). Rekneme, Ze
funkce f je na mnoziné M
i. rostouci < Vzi,z0€ M 121 <z2 = f(z1) < f(z2),
ii. klesajici <= Vri,20 € M : 21 <0 = f(x1) > f(22),
i1i. neklesajici <= V1,20 € M : 21 <20 = f(z1) < f(z2),
iv. nerostouci < Vzi,z0 € M : 21 < zo = f(z1) > f(z2).

Je-li f neklesajici nebo nerostouci, je monoténni. Pokud je klesajici nebo rostouci, je ryze
monotoénni.

Piiklad 26. Urcete monoténnost funkce y = x> na mnoZiné R0+.

Resent. Je-li z1,29 > 0, pak 1 < 9 = x% < z122. Obdobné z1z2 < w% Celkem tedy
2 <23 = f(z1) < f(z2), tedy f je rostouci v R{.
Definice 95. Necht f je funkce, M C D(f). Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M

i. shora omezend <= Jk e R:Vz € M : f(z) <k,

1. zdola omezend < JkcR:Vz e M : f(z) >k,

i15. omezena <= je zdola i shora omezena.

Definice 96. Necht f je funkce, M C D(f), v ni prvek a € M. Rekneme, %e funkce f m4
v bodé a:

i. ostré maximum na mnoziné M pravé tehdy, kdyz Vx € M \ {a} : f(z) < f(a),
1. maximum (neostré) na mnoziné M pravé tehdy, kdyz Vz € M \ {a} : f(z) < f(a),
i4i. ostré minimum na mnoziné M pravé tehdy, kdyz Vz € M \ {a} : f(z) > f(a),
iv. minimum (neostré) na mnoziné M prévé tehdy, kdyz Vo € M ~ {a} : f(z) > f(a).
Definice 97. Necht f je funkce. Funkce f se nazjyvé periodickd, pokud 3p € Rt : Vz €
D(f) :
l.ze D(f) = z+tpe D(f) a
2. f(z) = f(z £p).
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Funkce a jejich zakladni vlastnosti

Cislo p se nazjvé periodou této funkce. Periodu py nazveme nejmensi periodou funkce,
pokud pro vSechny ostatni periody p plati p > pg. V opa¢ném piipadé se funkce nazyva
neperiodicka.

Definice 98. Necht méme funkci f : y = f(u) s definiénim oborem D(f) a funkci g : u = g(z)
s oborem hodnot H(g). Jestlize je H(g) C D(f), pak funkci b : y = f(g(x)) nazveme
sloZzenou funkci (nékdy piSeme téz h = f o g).

Definice 99. Dirichletova funkce je definovana nasledovné:

D(z) 1, jelizeQ,
T) =
0 jinak.

Definice 100. Funkce signum je definovana nasledovné:

-1, jelix <O,
sgnx =40, jelixz=0,

1, jeliz>0.

Definice 101. Necht x € R je libovolné ¢islo. Pak existuje pravé jedna dvojice z € Z,a €
(0;1) tak, e = z + a. Cislo z nazjvime celou &asti &isla x a zapisujeme [x] = z, nékdy
taky |z] = z.

Poznamka 21. Pro definici limity a funkce spojité viz kapitolu 25, dale definici derivace
def. 270, funkce konvexni a konkavni def. 276 a kone¢né definici integralu def. 280.
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Kapitola 7

Polynomy, koreny polynomi

Definice 102. Polynomem nazyvidme kazdy vyraz P(z) tvaru
P(z) = anz™ + apn_12" 1 4+ - + apz® 4 a1 + ao,

kde a; € R,i € {0,1,...,n},n € N. Cisla a; se nazjvaji koeficienty polynomu, séitance
a;z' €leny polynomu. Je-li a,, # 0, &islo n se nazjva stupeii polynomu a oznacuje se
n = st(P(x)). Je-li a; = 0 pro vSechna i € {0,1,...,n}, pak klademe st(P(z)) = —oco0 a P(z)
se nazyva nulovym polynomem. Oznalujeme jej O(z). Je-li a,, = 1, nazyva se P(x)
normovanym polynomem. Mnozinu vSech polynomil s redlnymi koeficienty v proménné
x oznacme R|z].

Necht A(z), B(z) € R[z], B(z) # O(z). Pak
ezistuje pravé jedna dvojice polynomi Q(x), R(z) € Rx] tak, Ze

A(z) = B(z) - Q(z) + R(x),
kde R(z) = O(x) nebo st(R(x)) < st(B(x)).

Definice 103. Necht A(z), B(z) € R[z]. Rekneme, %e polynom A(z) d&li polynom B(z)
pravé tehdy, kdyz existuje takovy polynom C(z) € R[z] tak, Ze

Zapisujeme A(z) | B(z). V opaéném piipadé fikdme, ze A(z) nedéli B(z) a piSeme A(z) [
B(z).

Definice 104. Necht P(z) € R[z], P(z) = apz™ + an—12" 1 + - - - + a17 + ag. Necht c € R
je libovolné ¢&islo. (Funkéni) hodnotou polynomu P(z) v é&isle (v bod€) ¢ nazyvame
realné Cislo P(c)

P(c) = anc™ + ap—1c" ' + - + arc + ao.
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Polynomy, kofeny polynomu

Cislo ¢ € R nazveme kofenem polynomu P(z) <= P(c) =0.

Definice 105. Necht P(z) € R[z] a ¢ € R je jeho kofen. Linedrni polynom x — ¢ nazveme
kofenovym c¢initelem.

Definice 106. Necht P(z) € R[z],c € R je jeho kofen a k € N. Cislo C € R nazyvime
k-nasobnym kofenem polynomu P(x) pravé tehdy, kdyz plati

( —c)*| P(z) A (z — )" | P(a).
Necht P(z) = anz™ + apn_12" 1 + -+ + a1z + ao je polynom

stupné n, ktery md v mnoziné R prdvé n korend x1,z2...,%, (kaZdy pocitdme tolikrdt, jakd
je jeho ndsobnost). Pak plati:

n
_ OGp—
E T = — )
i=1

(479

n
x-x-—an_z
E T =
j a '

i,j=1;i<j n

n a
H Ty = (—l)n—o.
i=1 On

Poznamka 22. Hornerovo schéma je numerickd metoda pro vyhodnoceni funkéni hodnoty
polynomu P(z) € R[z] v bodé zyp € R (resp. ovéFeni, zda je zo kofen P(x)). Vysvétleni
na piikladu:

Vyhodnotte P(z) = 2z° — 622 4+ 22 — 1 v bodé xo = 3.

K vypoctu pouzijeme nasledujici diagram, kde v prvnim fadku jsou koeficienty polynomu,
samotné vypocty pak probihaji pod prepsanymi koeficienty ve sloupcich, a to nasledovné:
Do prvniho mista opiSeme a,,. Dalsi ¢isla v fadku jsou soucty koeficientu a; nad mezerou
a sou¢inu hodnoty z, v niZ polynom vyhodnocujeme (v tomto piikladé 3), s ¢islem v faddku
o jeden sloupec vlevo (tedy pod agt1). Vysledek vyhodnocovdni P(zy) je vpravo dole
(v tomto piikladé 5).

(2 6 2 -1
32 0o 2 5
P(3) =5.

Pouzitim Hornerova schématu jsme zaroven provedli déleni polynomu P(z) se zbytkem
linedrnim polynomem z — zy (v tomto piikladé x — 3), kde zbytkem je funkéni hodnota
P(z) a podilem je polynom stupné o jedna mensiho, jehoz koeficienty jsou zbyld vypocétena
&isla (v tomto pitkladé 222 + 2).

V pfipadé, ze P(zo) = 0 je zo kofenem P(z) a zéroven jsme z polynomu vytkli kofenovy
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Polynomy, kofeny polynomu
Cinitel x — xg.

Definice 107. (Algebraickd) rovnice v reialné neznidmé n-tého stupné s jednou nezna-
mou z € R je kazda rovnice tvaru P(xz) = 0, kde P(z) je polynom n-tého stupné s redlnymi
koeficienty.

Necht je ddna algebraickd rovnice a(x) =0
ant" + ap_12" 1+ + a1z +ag =0, (1)

an 7# 0 s celociselnymi koeficienty. Necht t,r € Z,s € N, D(r,s) = 1 je korenem této rovnice.
Pak plati: r|ag A s | an.

Necht % je raciondlni koTen algebraické rovnice 1 s celoCiselnymi koeficienty. Pak
plati:
Vm € Z : (r — ms) | a(m),

kde a(m) je hodnota polynomu a(z) pro x = m. Nejéastéji pouZivaime (r + s)|a(—1) a
(r—s)|a(1).
Meéjme polynom
P(z) € Q[z]. Potom najdeme jeho koteny % € Q takto:
1. Nalezneme vsechny celociselné délitele r absolutniho clenu polynomu ag.
Nalezneme vsechny prirozené délitele s vedouctho célenu ay,.
Utvorime vsechny zlomky tvaru %, (r,s) = 1.
Hornerovgm schématem uréime P(1), pripadné P(—1) (1 a —1 také mohou byt koteny).

Vyskrtame ty zlomky =, které nespliiuji podminky (r — s) | P(1) A (r +s) | P(—1).

S St o e

U ostatnich zlomki vyzkousime Hornerovym schématem, zda jsou koreny daného polynomu.
Priklad 27. Najdéte raciondlni koteny polynomu P(x) = %w‘l + 23+ %x2 +z— %

Resend. Vynésobme polynom 5, abychom méli vSechny koeficienty celé.

P(x) = 3z* + 52° + 22 + 5z — 2.

Pak r|lay = r|(-2) = r e {£2,+1} a s|a, = s|3 = s € {1, 3}. Sestavime
vSechny moznosti a vyzkousime. S vyhodou taky muzeme vyuzit véty 50.

Necht P(x) € R[z],
P(z) = apz™ + an_12" 1+ -+ a1z + ag,

kde st(P(x)) > 1. Pak P(x) lze v R vyjddrit jako soucin polynomi 1. a 2. stupné a koeficientu
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Polynomy, kofeny polynomu

an, ndsledovné:

P(x) = an(z —c)* (z —c2)® ... (z — c5)*

(@ Hpr ) (@ ). (2 p 4 q),

kde c1,co,...,cs jsou vSechny jeho redlné rizné koreny s ndsobnostmi ki, ko, ..., ks € N;
P1,D2,---,P¢ @ q1,G2,--.,G: jsou redlnd cisla, r1,72,...,7: € N. Polynomy

(> +pz+q) (@ +px+q)... (22 + prx+q)"

jsou kvadratické polynomy se zdpornym diskriminantem. Uvedeny rozklad je aZ na poradi
éinitelu jednoznacny a plati

st(P(z)) = ki +ka+ -+ ks +2(r1 + 12+ + 7).

Jestlize a1 + ib1, a9 + ibo, ..., ay £ iby jsou vsechny navzdjem rizné dvojice komplexné
sdruzengch koteni s ndsobnosti r1,72,...,7y, P(x) miZeme v C psdt ve tvaru:

P(x) = an(z —c)* (z — c2)® ... (z — )"

. [(w —a1)® + b%]'r1 [(a: —a)* + bg]T2 . [(w —a,)t + bi]

Ty

Priklad 28. Urcete, pro kterd x € R plati

P(z) = (z — 1)*(z +5)°2"(2® - 52 + 6)(2” + 1)(z — 5)° > 0.

Reseni. RozloZime v redlném oboru:
P(z) = (z — 1)%(z + 5)%z*(z — 3)(z — 2)(«® + 1)(z — 5)°.

Cleny se zépornym diskriminantem (v tomto p¥ipadé £2+1) nemaji redlny kofen, neuvazujeme
je tedy. V sudych mocninach se neméni znaménko. Nulové body si zaneseme na ciselnou
osu a v kazdém, ktery je na lichou mocninu, zménime znaménko (dosadime si né&jaké krajni,
tfeba pro milion). ReSenim je tedy (—oo, —5) U (2,3) U (5, 00).

Definice 108. Necht A(x), B(z) € R[z]. Polynom C(x) € R[z] se nazyva spoleény délitel
polynomu A(z),B(x) pravé tehdy, kdyz plati: C(z) | A(z) A C(z) | B(z). Polynom
D(z) € R[z| se nazyva nejvétsi spoleény délitel polynomu A(z), B(z), ktery oznacujeme
D(A(z), B(x)) nebo (A(x), B(z)), pravé tehdy, kdyz plati:

i. D(z) | A(z) AD(z) | B(z) a
ii. VC(z) e R[z] : C(z) | A(z) AC(z) | B(x) = C(z) | D(z).

Poznamka 23 (Huklidiav algoritmus pro polynomy). Obdobné jako u celych éisel v definici
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Polynomy, kofeny polynomu

27 i u polynomi 1ze pro hledani nejvétsiho spoleéného délitele vyuzit Eukliduv algoritmus.
Necht A(z), B(z) € R[z], z nichz alesponi jeden je rizny od O(z). Pak mohou nastat dvé
moznosti:

i. A(z) = O(z) = D(A(z),B(z)) = B(z) nebo B(z) = O(z) = D(A(z),B(z)) =
A(z) trividlng;
ii. A(z) # O(z) # B(z).

Déle se zabyvdme pfipadem ii. Je-li to nutné, pfejmenujme polynomy tak, aby st(A(z)) >
st(B(z)). Provedme nésledujici posloupnost déleni se zbytkem. Toto déleni ukonéime, az
bude zbytek nulovy polynom. Vzhledem k nerovnosti na pravé strané tento nulovy zbytek

existuje.
A(z) = B(z) - Q1(z) + Ri(z), st(Ri(z)) < st(B(z))
B(z) = Ri(z) - Q2(z) + Ra(z), st(Ra(z)) < st(Ri(z))
Ri(z) = Ra(z) - Q3(z) + Rs(z), st(Rs(z)) < st(Ra(z))
Ry—2(z) = Rp-1(2) - Qn(z) + Rn(2), st(Rn(z)) < st(Rp-1(2))
Ry 1(x) = Rp(x) - Qny1(z), Rpq1(z) = O(z).

Potom D(A(z), B(z)) = Rn(x) ¢ilibovolny nasobek R, (x). Normovany nejvétsi spoleény
délitel polynomii ale existuje pravé jeden, ten se oznacuje (A(zx), B(x)).

Priklad 29. Urcete nejvétsiho spolecného délitele polynoma

z3 + 822 + 17z + 10, z3 + 522 + 2z + 10.

Resend. Euklidovym algoritmem. Délime tak dlouho, dokud nevyjde nulovy zbytek. Mezi
jednotlivymi délenimi mtZeme polynomy vynésobit libovolnou konstantou (protoze to

nezméni kofeny polynomu).
(3 + 822 + 17z + 10) : (23 + 522 + 22+ 10) = 1
— 23 — 522 — 22 — 10
3z% + 15z

Tento zbytek muZeme pro zjednoduseni vypoctu vydélit tfemi. Pocitejme dale:

(z% + 522 + 2z + 10) : (22 +5z) ==
— 23 — 522

2z + 10
Tento zbytek opét mizeme vydélit dvéma:
(x2 + 5z) : (x+5) ==
— z% — 5z1)
0
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Polynomy, kofeny polynomu

Nejvétsim spoleénym délitelem je posledni nenulovy zbytek, tj. = + 5.

Definice 109. Necht jsou dédny polynomy A(z), B(x). Pokud (A(z), B(x)) = 1, fekneme,
e polynomy A(z), B(z) jsou nesoudélné. V opatném piipadé jsou soudélné.

Definice 110. Necht P(z) € R[z], P(z) = anz" + apn—12" ' + -+ + a1z + ap. Derivaci
polynomu P(z) rozumime polynom P’(z) definovany takto:

oy )0, je-li st(P(z)) <0,
P'(z) =
annz" t+ap_1(n— 12" 24+ -+ a1, jelist(P(z))>1.

Necht P(z) € Rz],c € R je jeho k-ndsobny koren, k € N. Pak plati: ¢ je k-ndsobng
koten P(z) <= P(c)=P'(c)=P"(c)=---=P*D(c)=0APH(c) #£0.

P¥iklad 30. Je ddn polynom P(x) = 23 — 3z — 2, ktery md dvojndsobny koren. Urcete
vSechny jeho koreny.

Reseni. Dvojnasobny kofen je kofenem prvni derivace (ale ne naopak). Uréeme tedy nejprve

prvni derivaci.
P'(z) = 322 - 3,

kofeny jsou tedy +1. Po zpétném dosazeni do P(x) ovSem zjistujeme, Ze 1 neni kofen P(x)
(a —1 ano), proto je —1 dvojnésobnym kofenem P(z). Vydélme P(z) polynomem (x + 1)?
v Hornerové schématu:

1 0 -3 -2

-1]/1 -1 -2 0

-1]1 -2 0

Odtud mame P(z) = (z + 1)%(x — 2), tfetim kofenem je tedy z = 2.
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Kapitola 8

Polynomicka funkce

Definice 111.
i. Necht b € R. Funkci f : y = b nazveme konstantni funkeci.

1. Necht a,b € R,a # 0. Funkci f : y = ax 4 b nazveme linedrni funkci.

v pd

pd :
~

Obréazek 13 — Graf konstantni (modfe) a linedrni (Cervené) funkce

Poznamka 24.

e Definiénim oborem konstantni i linedrni funkce je R.
Oborem hodnot konstantni funkce je b.
Oborem hodnot linearni funkce je R.

e Grafem konstantni funkce je pfimka rovnobézna s osou z.
Grafem linearni funkce je primka, kterd neni rovnobézna s osou x ani s osou y.
Necht f : y = ax + b,a # 0 je linedrni funkce. Pak plati:

i. b=0 = f je lichd,
b#0 = f neni ani sudd, ani lichd;

it. a >0 = f je rostouct,
a <0 = f je klesajict;
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Polynomicka funkce

f mneni ani shora, ani zdola omezend;

w. f nemd extrémy;
v. [ nent periodickd.
Driikaz.
i.0=0 = f:y=azx=f(x) N —ax =—f(z) = f je licha
b#0 = f:y=ax+b= f(z) = —ax +b = f neni sud4 ani lichd
1. a>0 = x1 <2 = ar; <axy = ari1+b<ars+b = f jerostouci
a<0 = 1 <x93 = ar; >axs = ar1+b>axrs+b = f je klesajici
#i3. Obor hodnot je R = f neni omezen4.
iv. Plyne z grafu.
v. Plyne z grafu nebo z toho, Ze f je ryze monotdnni. O

Definice 112. Necht a,b,c € R,a # 0. Pak funkci f : y = az? + bx + ¢ nazyvime
kvadratickou funkci.

o
|
)
8
[\
+
o

A L
a Y — 2
—(x+1)2-2
2
1
\ w
-4 -3 \-2

_1 / 1 2 3 4
\j
Z9

Obrazek 14 — Grafy rtznych kvadratickych funkci

Poznamka 25.

e Definiénim oborem kvadratické funkce je R.

e Grafem kvadratické funkce je parabola.

Necht f :y = ax?,a # 0 je kvadratickd funkce. Pak plati:
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Polynomicka

funkce

a>0 a<0
obor hodnot | H(f) =R{ H(f) =Ry
parita sudd sudd
monoténnost | x € (—oo,0) — klesagici x € (—00,0) — rostouct

x € (0,00) — rostouct z € (0,00) — klesajici
omezenost zdola omezend zdola neomezend

shora neomezend shora omezend
extrémy ostré minimum v bodé o =0 ostré mazimum v bodé xog =0
periodicita neperiodickd neperiodickd

Diikaz. Dokéazeme jen paritu a monotonii. Ostatni plyne z grafu.

i. parita: D(f) = R - plati, f(—z) = a(—x)? = az® = f(z) = f je sudi

1%. monotonie:

e a>0Az € (—00,0):

Jeli 1 < 9, pak ax% > ax%

2
aTs

= plati.

e a>0Az € (0,00):

Je-'li 1 < z9, pak ax% > ax%

2
aTs

= plati.

< axr1 < ary <+— aw% > ar1x2 N\ axr1xTy >

< axr1 < ary <+— aw% > ar1x2 N\ axr1xTy >

O]

Necht f 1y = ax® + bz + c,a # 0 je kvadratickd funkce. Pak plati:

a<0

obor hodnot
parita

monoténnost

omezenost

extrémy
periodicita

a>0
b2

H(f) <C—E,OO>

obecné neni ani sudd, ani lichd
T € g—oo, —%> — klesajici

b B ,
—3g) oo) rostouct

T e
zdola omezend

shora neomezend
b

ostré minimum v bod€ To = —5

neperiodickd

H(f)= (—oo,c—%

)

_b
2a

b e o
— 55 oo) — klesagjict
zdola neomezend

T € > — rostouct

S

shora omezend
b

ostré mazimum v bod€ To = —o,

neperiodickd

Definice 113. Necht P(z) € R[z] je polynom. Pak funkeci f : y = P(z) nazveme polyno-
mickou funkci.

Poznamka 26.

i. Defini¢nim oborem polynomické funkce je R.

it. Jestlize je stupen polynomu lichy, pak je obor hodnot R. Jestlize je sudy a a, > 0, je
obor hodnot interval (c,00), v opaéném p¥ipadé je to interval (—oo,c), kde ¢ € R.

Definice 114. Necht y = f(z) je polynomickd funkce. Pak ¢ € R nazveme nulovym
bodem polynomické funkce f pravé tehdy, kdyz f(c) = 0.
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Polynomicka funkce

—_—
—_—
—

oo WwN

i

Obrazek 15 — Grafy funkci tvaru z”

Poznamka 27. Nulovym bodem polynomické funkce rozumime kofen polynomu.
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Kapitola 9

Racionalni lomena funkce

Definice 115. Necht k € R,k # 0. Pak funkef y = g nazyvame nepiimou imeérnosti
s koeficientem nepfimé tmérnosti k.

Definice 116. Necht a,b,c,d € R,c # 0,ad — bc # 0. Pak funkci f : y = gis nazyvame

linearni lomenou funkci.

4 o 1/z
— (2z+3)/(x+1)

Obrazek 16 — Grafy rtznych linedrné lomenych funkci

Piiklad 31. Nakreslete graf funkce f :y = %

Reseni. Vydélenim ziskdme pi¥ehled o posunech podatku:

1
2 + 3) : N=2+—"—.
2z+3): (z+1) +x+1

Hyperbola je tedy posunutéd o dva nahoru a o jedna doleva. Pfesvédcit se miZzeme v obrizku
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Racionalni lomend funkce
?7?.

Poznamka 28. Pro linearni lomenou funkeci plati

_ d
. D(f) =R~ {-2},
« H(f)=R~ {2},
o grafem je rovnoosda hyperbola s asymptotami z = —g, y=2.

Linedrni lomend funkce:
i. neni ani sudd, ani lichd;
1. bc —ad >0 = klesajici v (—oo, —%) , (—%, oo)
bc —ad < 0 = rostouci v (—oo, —%) , (—g,oo);

i1i. neni omezend ani shora, ani zdola;

. nemd extrémy;

v. neni periodickd;

vi. je prostd.
Definice 117. Necht P(z), Q(z)R|z] jsou polynomy, Q(x) # O(zx). Pak funkci F': y = ggzg
nazyvame racionalni lomenou funkci.

Definice 118. Racionalni lomené funkce f : y = %, Q(z) # O(zx) se nazyva

i. ryze lomena racionélni funkce <= st (P(z)) < st (Q(z));

ii. neryze lomend racionélni funkce <= st (P(x)) > st (Q(z)).

Priiklad 32. Urcete, pro kterd x € R plati

(z = 1)*(z +5)%z*(2* — 5z + 6) (2> + 1) (z — 5)°
(z—3)3(z2 +7)

P(x) = > 0.

Resend. Rozlozime &itatele i jmenovatele v redlném oboru. Znaménko se obecné méni v koie-
nech ¢itatele nebo kotfenech jmenovatele. Cleny se zadpornym diskriminantem nemajf reslny
kofen, neuvazujeme je tedy. V sudych mocninich se neméni znaménko. Zaroven musime
vylouéit samotné kofeny jmenovatele, protoze je v nich vyraz nedefinovan. Toto vSe vyneseme
na ¢iselnou osu.

Necht f :y = ggg, () # O(z) je ryze lomend

raciondlni funkce, kde polynomy P(x) a Q(x) nemaji spolecné koreny. Necht

Q(z) =an(z — cl)k1 (x — cz)k2 oz — cl)kl

(2?4 prr 4+ @) (@ 4 per 4+ @)™ ... (2 + psx 4 g5)™
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Racionalni lomend funkce

je rozklad polynomu Q(zx) v redlném oboru. Pak existuji ¢isla

Ci, Ci2, ..., Cip,
Co, C2, ..., Coy,,

Cn, GCp, ..., Clkl ;
Py, P, ..., Py,
Py, Py, ..., P,

Ps1, P, ) Psrs;‘
Qll; Ql?; R Ql’r‘l;
QZI; Q22; ) Q2T2}

Qsl; Qs2; ey ers
tak, Ze YV € R plati

Y= Cu Ci2 . Cik,
z—c (z—c1)? (x —c1)kr
Ca1 Coo Cok,
+ac—cz+(ac—02)2+ (z — c1)k2
+...
Cn Cio Cig,
+x—cl+(w—cl)2+ +(x—cl)"’l
Pz + Qu1 Pioz + Q12 o Pz + Qur,
2+pz+q (2 +pz+q)? (@2 +prz+q)™
Pz + Q21 Pz + Q22 . Por,z + Qor,
2+ px+q (22 +pr+q2)? (@2 + paz + ¢2)™2
+...
Pslx + Qsl PSQx + Qs2 . Psrsx + ers i
22+ pst+qs (22 + psT + qs)? (22 +psx+gs)™ | an
v v ., , . _ —4
Priiklad 33. RozloZte na parcidlni zlomky: y = m.
Regeni. Plati
r—4 A B

x2—5x+6=x—2+w—3'

Metodou porovnani koeficientii tedy Fesime rovnici z — 4 = A(z — 3) + B(z — 2).
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Kapitola 10

Mocniny, mocninna funkce

Definice 119. Necht n € N. Pak funkci f : y = z" nazyvame mocninnou funkci
s prirozenym exponentem.

Definice 120. Necht n € N. Pak funkci f:y =277 = xin nazyvame mocninnou funkci
s celym zapornym exponentem.

P
Definice 121. Necht %’ € Q,z € RT. Pak funkci f : y = x¢ = ¥/zP nazjvdme mocninnou
funkci s racionalnim exponentem.

N

2.5

1.5

0.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Obrazek 17 — Grafy rtiznych mocninnych funkeci

Va € R,m,n € N:
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Mocniny, mocninné funkce

$i5. a™ :a” =a™ " a # 0

w. (a:b)"=a":b",b+#0;

v. (@™)" = a™".

Diikaz. Ziejmé.

Vlastnosti mocninngch funkci y = x™, kde n je prirozené c¢islo:

1. Pokud n je liché.

1.
1.

v.

D(f) =R, H(f) =R.

Je lichd.

Neni omezend shora ani zdola.

Je rostouct v celém svém definiénim oboru.

Nemd maximum, ani minimum.

2. Pokud n je sudé.

1.
0.

v.

D(f) =R, H(f) = (0,+00).

Je sudd.

Neni omezend shora, je zdola omezend.

Je rostouci v intervalu (0,+00), je klesajici v intervalu (—oo,0).

Nemd maximum, md minimum v bodé 0.

Vlastnosti mocninngch funkci y = x™", kde n je prirozené cislo:

1. Pokud n je liché.

1.
0.

v.

D(f) = R~ A{0}, H(f) =R~ {0}.
Je lichd.

Neni omezend shora ani zdola.

Je klesajici v (—00,0) a v (0,400).

Nemd maximum, ani minimum.

2. Pokud n je sudé.

1.

.

D(f) =R~ A0}, H(f) = (0,+00).
Je sudd.
Neni omezend shora, je zdola omezend.

Je rostouci v intervalu (—o0,0), je klesajici v intervalu (0,+00).
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Mocniny, mocninné funkce

v. Nemd mazimum ani minimum.

Definice 122. Necht n € N,n > 2,z > 0. Pak inverzni funkci k funkci f : y = 2™ nazyvime

n-tou odmocninou a znaéime f~!:y = /z.

Ya,b € R,a,b>0,m,n e N:

Yo = Vab

$S
§

3. : Vo= Va
. (%)n an;
v. Vk e N: t/a = "VaF.

SS

Diikaz. Ziejmé. O

Vlastnosti odmocninngjch funkci y = {/z, kde n je prirozené Cislo vétsi neZ jedna:
i. Neni ani lichd, ani sudd.
1. Je rostouct.
11. Je zdola omezend.
. Md ostré minimum v bodé (0,0).

v. Neni periodickd.
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Kapitola 11

Exponencialni funkce

Definice 123. Necht a € Rt \ {1}. Pak funkci f : y = a® nazyvdme exponenciilni
funkci o zdkladu a. Funkci f : y = e€* pak nazveme prirozenou exponencialni funkci.

Obrazek 18 — Grafy nékterych exponencialnich funkci

Vlastnosti exponencidlnich funkci y = a®, kde a je prirozené cislo:
i. D(f) =R, H(f) =Rt.
ii. Graf kaZdé exponencidlni funkce prochdzi bodem [0, 1].
111. Nend ani sudd, ani lichd.
. Je zdola omezend.
v. Pro a > 1 je rostouct, pro a < 1 je klesajici.

vi. Nemd extrémy a neni periodickd.
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Exponencidlni funkce
Definice 124. (Ne)rovnice s nezndmou v exponentu se nazyva exponencidlni (ne)rovnice.
Va € RT \ {1},Vz1,22 € R: a™ = a®? <= 11 = T2.
Drikaz. Plyne z toho, Ze exponencialni funkce je prosté. O
Priklad 34. Urdete, pro kterd be R~ {1} je f:y = (%)x rostouci a pro kterd klesajict.

Resent. Je rostouci, pokud zéklad je vétsi nez 1 a klesajici, pokud zéklad je men3i nez 1.
Resime tedy

— >1, resp. — <1
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Kapitola 12

Logaritmus, logaritmicka funkce

Definice 125. Necht a € R* \ {1}. Pak inverzni funkci k exponenciélni funkci f : y = a®
nazyvame logaritmickou funkeci o zédkladu a. Zapisujeme f~! : y = log, .

’

Obrazek 19 — Grafy funkci 2z — 1 a ’”TH

Necht je ddna logaritmickd funkce f : y = log, x, a € RT \ {1}. Pak
i. a>1: f je rostouci,

1. a < 1: f je klesajici.

Definice 126. Necht f : y =log, z,a € RT \ {1} je logaritmickd funkce a zo € D(f). Pak
Cislo f(zo) nazyvame logaritmem déisla xg o zékladu a.

Poznamka 29. Plati log, b =c <= a°=0b.
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Logaritmus, logaritmicka funkce

Vlastnosti logaritmu
Va € RT {1}
i. Vo € Rt : gloBa® = g,

it. Vx € R:log,a” = z.

Diikaz.
i. logex =7 <= o’ =1 < a'%” =g,

1. a® =r < log,r =c < log,a” ==. O
Va € Rt \ {1},Vz1, 22 € R :log, z1 = log, 0 < 1 = Zo.
Va,b,ce RT,a#1,b#1:

i. log, b-logy c =log, c,

1. log, b-logya = 1.

Dikaz.

i. log,b=r <= a" =b,

logyc =5 <= b° =c,
¢

log,c =t <= a" =c,

c=b=(a")?,

c=al,

a”®=a' = rs=t = log,b-log, c=log,ec,

it. log, b-logya =log,a = 1. O

Va,b,ce RT,a#1,b#1:

i. logyc= iggz;,
it. log, b= @.
Va € RT \ {1},Vz € Rt :
i. log% z = —log, x,
1. loga% = —log, x.
Diikaz.

t. Necht log:1 x = r,log, z = s. Pak (%)r = a°, tedy a™" = s, takze r = —s. Odtud
log: x = —log, .

1. Necht log1 x = r,log, z = s. Pak ¢ = _= = a°, obdobné r = —s, takze loga% =
—log, z. O
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Logaritmus, logaritmicka funkce

Va € RT \ {1},Vz,y e RT,Vr e R:
i. log,(zy) = log, = + log, v,
1. log, (%) = log, x — log, v,
141, log, " =r -log, x.
Drikaz. Ve viech pifpadech pfedpoklédejme log, z = s <= z =a°,log,y =t < y=a’.

i. xy = a’al = a*Tt,
log,(zy) = logy(a®*!) = s+t =log, z + log, y,

ii. log, (%) =log, (‘;—:) =log, (a*7*) =s—1t,

i13. log, " =log, [(z®)"] = log, a™ =rs =r-log, z. O

Definice 127. Necht z € RT. Dekadickym logaritmem ¢&isla x rozumime jeho logaritmus

o zakladu 10. Zapisujeme log x.
Necht m € RY. Pak plati
logm =logmi + ¢,

kde logm, € (0,1) ,c € Z, a toto vyjddrent je jednozancné.
Diikaz. logm = log (my - 10°) = logmy + log 10° = logm; + ¢ O

Definice 128. Cislo logm; z véty 73 nazjvidme mantisou a &slo ¢ charakteristikou &isla
log m.

Definice 129. Necht z € R \ {1} . Pfirozenym logaritmem ¢isla  rozumime logaritmus
o zakladu e. Zapisujeme In x.

Definice 130. (Ne)rovnice, ve které se vyskytuje logaritmus, se nazyvd Logaritmicka
(ne)rovnice. Resime je na zéklads véty 68.

VGGR+\{1},V$1,IIJ2€R:

i. proa>1:a"' <a™ < 11 < I9,

it. pro a € (0,1) : log, 1 < log, x2 <= 1 > z2.
Va € R \ {1},Vz1,22 € RT :

i. proa>1:log,r; <log,x2 <= z1 < z2,

ii. pro a € (0,1) : log, 1 < log, z2 <= z1 > x2.
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Kapitola 13

Funkce sinus, kosinus, arkussinus, arkusko-
sinus

Pro definice ihlu a jeho velikosti viz def. 39, 42 a 43.

Definice 131. Orientovanym thlem <AV B nazyvame thel s usporddanou dvojici polo-
primek V—f{, ﬁ se spole¢nym pocatkem v bodé V. Poloptimku V_A>, resp. ﬁ nazyvame
pocateénim, resp. koncovym ramenem, bod V vrcholem.

Definice 132. Necht <AV B je orientovany thel o zdkladni velikosti |[<<AV B| = « dle def.
43. Pak velikosti orientovaného thlu <AV B rozumime kazdé z Cisel o + 2kw, k € Z.

Definice 133. Necht je déna jednotkova kruznice. Hodnotou funkce sinus (resp. kosinus)
v bodé z nazveme y-ovou (resp. z-ovou) soufadnici pruseciku této kruznice s ramenem thlu

Z. s’ 7 I
svirajicim s x-ovou osou thel 6 = z.

Vlastnosti funkce sinus:
Necht k € 7.

i. D(f) =R, H(f) =(-1,1).
it. Je lichd.
iii. Je rostouci v intervalu (—% + 2km, 5 + 2km). a klesajici v <§ + 2km, 3T + 2k7r>
. Je omezend.
v. Mazimum md v bodech 5 + 2k, minimum v bodech 37” + 2km.
vi. Je periodickd s nejmens? periodou 2.
Vlastnoti funkce kosinus:
i. D(f) =R, H(f) =(-1,1).

1. Je sudd.
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Funkce sinus, kosinus, arkussinus, arkuskosinus

iii. Je rostouct v intervalu (m + 2km,2m + 2kw). a klesajici v (0 + 2k, m + 2km)
. Je omezend.
v. Maximum md v bodech 2km, minimum v bodech w + 2k.

vi. Je periodickd s nejmensi periodou 2.

Priklad 35. Urcete sin %’r

sin5—7r—sin <27r—z>—sin (—E)
3 3) 3)°

Ptiklad 36. Nacrtnéte graf funkce y = cos(2z — ).

Reseni. Pocitejme:

Reseni. Po vytknuti dvojky zjistime, Ze funkce je dvojnisobné zhusténs a posunuté o 5

doprava.

Definice 134. Funkce arkussinus, oznadens f~! : y = arcsin z, se nazyvé funkce inverzni
k funkei f : y =sinz, kde D(f) = (-3, 7).

Poznamka 31. Funkce arkussinus ma nasledujici vlastnosti:

L D(f ) =(-1,1), Hf ") =(-%5,%5),

2. f~! je rostouci v celém D(f1).

1

Definice 135. Funkce arkuskosinus, oznacend g~ : y = arccos x, se nazyva funkce inverzni

k funkci g : y = cosz, kde D(g) = (0, 7).

Poznamka 32. Funkce arkuskosinus ma nasledujici vlastnosti:
L. D(g_l) = <_1, 1)7 H(g_l) = <0’ 7T>’

2. g~ ! je klesajici v celém D(g~!).
Vz € R :sin?z +coslz =1
V pravoihlém trojihelniku ABC s preponou AB plati:

sinoe = —— cos = ———.

|AB|’ |AB|

Poznamka 33. Goniometrickd (ne)rovnice je (ne)rovnice, v niz se vyskytuji goniomet-
rické funkce.

Poznamka 34. Grafy jednotlivych funkci a tabulka se zdkladnimi hodnotami jsou k nalezeni
v priloze A.
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Kapitola 14

Funkce tangens, kotangens, arkustangens,
arkuskotangens

Definice 136. Funkci tangens (resp. kotangens) nazyviame funkci danou vztahem:

sinx cos T
tgx = , resp. cotgr =
cosT

sinz’
Vlastnosti funkce tangens:
Necht k € Z.
i. D(f) =R~ {(2k+1)5,k e Z}, H(f) =R.
1. Je lichd.
iii. Je rostouct v kaZdém z intervali (—% + km, 5 + k).
tv. Neni omezend.
v. Nemd extrémy.
vi. Je periodickd s nejmensi periodou .
Vlastnoti funkce kotangens:
i. D(f) =R~ {km,keZ}, H(f) =R.
1. Je lichd.
iii. Je klesajici v kaZdém z intervali (km, (k + 1)m).
tv. Neni omezend.
v. Nemd extrémy.

vi. Je periodickd s nejmensi periodou .

Piiklad 37. Viypoctéte tg (—% )
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Funkce tangens, kotangens, arkustangens, arkuskotangens

Definice 137. Funkce arkustangens, oznacena f~! : y = arctg z, se nazyva funkce inverzni
k funkci f : y = tgz, kde D(f) = (-5, %).

Poznamka 35. Funkce arkustangens ma nasledujici vlastnosti:
L. D(f)_l = Ra H(f)_l = (_72_1’, %)7
2. f~! je rostouci v celém D(f~1).

1

Definice 138. Funkce arkuskotangens, oznacend g~ : y = arccotg x, se nazyva funkce

inverzni k funkci g : y = cotg z, kde D(g) = (0, ).
Poznamka 36. Funkce arkuskotangens ma nésledujici vlastnosti:
1. D(g)' =R, H(g)™" = (0,7),
2. g7 ! je klesajici v celém D(g™!).
V pravoihlém trojihelniku ABC' s preponou AB plati:

SV Tolk 5= |Bor

Poznamka 37. Grafy jednotlivych funkci a tabulka se zdkladnimi hodnotami jsou k nalezeni
v priloze A.
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Kapitola 15

Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Véty 81 a 82 musime umét nazpamét.
Vz,ye R:

sin(z+y) =sinz-cosy £ cosz -siny,

cos(x +y) =cosz-cosy Fsinz-siny.

Diikaz. Necht jsou dany dva vektory u = (cosa,sina), v = (sin3,cos 8),a, 8 € (0,%), tedy

vektor u svird s z-ovou osou tihel « a vektor v svira s y-ovou osou tihel 5. Ozna¢me orientovany
™

tihel, ktery sviraji vektory u,v jako ¢. Plati tedy a + 8+ ¢ =5 = ¢ =7 — (a+f).

/ﬁ‘p ﬂ
u
\ |

Obecné plati cos§ = sin (§ — 6), v naSem p¥ipadé cos ¢ = sin(a + f). Uhel ¢ lze spoéitat

pomoci souéinu

cosp = = cosasin B + sina cos B, nebot |u| = |v|=1.

u-v
ul - |v|
Celkem tedy mame

sin(a 4+ B) = cos ¢ = sin a cos § + cos asin S,

coz jsme chtéli dokazat. Pro ostatni pripady analogicky. O
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Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

VreR:
sin 2x = 2sinzx - cos x, cos 2z = cos® z — sin’ .
Diikaz. Plyne jednoduse z véty 81. O

Poznamka 39. Nésledujici vztahy staci ,rychle odvodit*.

’ H sinx ‘ cos T ‘ tgx ‘ cotgx ‘
. tgx 1
sin = - V1 —cos?zx
V1ttg2z | \/14cotg?x
in2 1 cotg
cosz || V1 —sin?z -
\/H-tg2 z | +/14cotg?x
tgz sinz \/l—cos2 T _ 1
/1—sin2 = cos T cotgx
\/ 1—sin?z cos T 1
COthL‘ sinz /1—0052 = tgx

Diikaz. Pro druhy az ¢tvrty kvadrant v tabulce plyne z definice.

Vyjadfeni sinu nebo kosinu pomoci funkce tangens nebo kotangens nalezneme jednoduse ze
vztaht v pravothlém trojahelniku. Necht je dan pravouhly trojihelnik s pfeponou b. Pak
tga = ¢, poloZme tedy a = tga a ¢ = 1. Potom z Pythagorovy véty plyne b = /1 + tg? a.

—2__ 3 cosa = ———. Obdobné i pro kotangens. O

Pak sino = tg2 z+1 tg2 at+1

Priklad 38. Urcete hodnoty viech goniometrickyjch funkci, je-li ddno sinx = %, ze (5,m).
Resend. Podle vztahii ve vété 83.

Priklad 39. Vypoctéte hodnoty vsech goniometrickych funkci v bodé a = 105°.

Reseni. Vyuzijeme toho, Ze 105 = 60 + 45, coz jsou tabulkové hodnoty, a souétovych vzorci.

Vz,y,(xty) e RN U {w} :
keZ

tgxr £ tgy

tg(zLy) = .
g(z+y) TTtgz tey

Diikaz. Pocitejme:

tg (z +y) = sin(z+y) sinz-cosy+cosz-siny
& Y " cos(z+y) cosz-cosy—sinz-siny

sin z-cos y+cos z-sin y

_ COSZ-COS Y _ tgx +tgy O
cosz-cosy—sinz-siny 1 _ . )
COS T-COS Y 1-tgz-tgy

— 62 —



Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Va,y,(rty) e R~ L
vty er~ U {F}

cotgx - cotgy F 1
cotgr +cotgy

cotg (x £ y) =

Diikaz. Pocitejme:

cos(z+y) cosz-cosy—sinz-siny

cotg (x = =
g(z+y) sin(z+y) sinz-cosy+cosz-siny
cos z-cos y—sin z-sin y
_ sinz-siny _ cotgzx - cotgy — 1
= Shzcosytoossamy = .
six Csoligzs(iﬁsyx sy COtg T + COtg y
VreR:
o T 1—coszx cosx 1+ cosx
in_|=4/——, Sl= g =
2 2 2 2
Diikaz. coszg—sin2%=cosw acos2§+sin2”2—”= 1
200s2£=cosa:+1 2sin2§=1—cosa:
cos2 Z cosz +1 sin? & 1—cosz
2 2 2 2
cosm _ Jeosz+1 sinx |1 —cosz
2| =V 2 21~V 2
Vr,y € R:
sinw+siny=2sinx;y-cosx;y, cosx + cosy = 2cos ;y-cosx;y,
sina:—siny=2cosx;y-sinx;y, cosx—cosy=—2sinx;y-sinx;y.

Diikaz. Pocitejme:

sinx+siny=sin(x;y+wgy>+sin($;y—x;y)
x+ycosiv;y+cosx;ysinx;y
+sinw;ycosm;y—cosx;ysinx;y

+y r—y
cos —5—

= sin

— 2sin 2
V ostatnich pripadech analogicky.

Priklad 40. Vyjddrete jako soucin: sin 3y + siny.
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Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Resend. Plati sin 3y + siny = 2sin ?’y# - COos ?’yT_y = 2sin 2y - cos y.

V kazdém trojihelniku ABC plati

b
2 2 __° _9p
sina  sinf8 siny

kde R je polomér kruznice opsané.
V kaZdém trojuhelniku ABC' plati

a? = b2+ ¢? — 2bccos o,
b2 = a? + ¢® — 2accos B,

¢ = a? 4+ b% — 2abcos .

V kazZdém trojihelniku ABC plati

kde R je polomeér kruZnice opsané a p polomér kruzZnice vepsané.

V kazdém trojihelniku ABC plati

S = \/s(s —a)(s—b)(s—c),
kde s je polovina obvodu.
Priklad 41. Naleznéte vztah mezi polomérem kruznice vepsané a opsané trojuhelniku ABC.
Resend. Zjistime jednoduse z véty 90.

Piiklad 42. Virchol vézé stojici na roviné vidime z mista A pod vijskovym vhlem o = 39°28'.
Prijdeme-li o 50 metri bliz, je vidét pod thlem B = 58°42'. Jak vysokd je véZ?

Reseni. Pouzitim sinové a kosinové véty.
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Kapitola 16

Kombinatorika

Necht M je konecnd mnozZina, My, Ms,... My, k € N jeji
podmnoZiny takové, Ze

i. MiUMsU---UM =M,
it. M; N M; =0 pro libovolnd i,j € {1,2,...,k},i # j.
Pak plati

M| = |Mi|+|Ma|+-- -+ | M|, kde symbolem |A| znacime pocet prvki mnoZiny A.

Necht M1, M, ..., Mg,k € N jsou konecné mnoziny takové,
Ze |Myi| = mq, |Ma| = ma,...,|Mg| = my. Pak plati

|M1 ngx---ka|=m1m2...mk,
kde My x My x --- kaz{[al,aQ,...,ak]},al € My,a9 € My, ...,a € M.

Mad-li bijt alesponi nk + 1 predméti rozdéleno do k prihrddek,
pak alespoti v jedné prihrddce je alespon n + 1 predméti.

Definice 139. Necht M je neprdzdnd mnozina. Rozklad mnoziny M znacime % (M)
a definujeme jako neprazdny systém neprézdnych podmnozin M;, Ms, ..., My, k € N mnozZiny
M, pro které plati

i. MiUMsU---UM =M,
it. M; N M; = 0 pro libovolna 4,5 € {1,2,...,k},i # j.
Mnoziny Mi, Mo, ..., My nazyviame t¥idami rozkladu % (M).
Definice 140. Necht M je konec¢na n-prvkova mnozina. Uspofadanou n-tici prvki z mnoziny

M, v niz se kazdy prvek vyskytuje pravé jednou, nazveme poradim (permutaci) prvku
z mnoziny M. Pocet vSech pofadi z n prvka ozna¢me P(n).
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Vn e N:
P(n)=nn—-1)(n—-2)...1. (2)

Definice 141. Vyraz 2 z véty 95 znacime
nn—1)(n—-2)...1=nl!
a nazyvame n-faktorial. Pro n = 0 poloZzme 0! = 1.

Definice 142. Necht je dano n; prvka prvniho druhu, ne prvka druhého druhu, ...,
ng prvka d-tého druhu, pfi¢emz prvky téhoZz druhu povazujeme za nerozliSitelné. Necht
niy +ng + - - -+ ng = n. Pofadim (permutaci) s opakovanim z n; prvka prvniho druhu,

ng prvki druhého druhu, ..., ng prvka d-tého druhu nazveme kazdou usporddanou n-tici,
kterd obsahuje n; prvkua prvniho druhu, ne prvka druhého druhu, ..., ng prvka d-tého
druhu. Podet vSech pofadi ozna¢me P,(ni,ni,...,nq).
Necht n1,n2,...,ng € Nyn,ni,ng,...,ng = n. Pak plati:
n! (Z?:l ”i)!
Po(nl,nl,...,nd)z o] I = d .
niing:...ng: Hi:l n;!

Priklad 43. Kolik ruzngch slov lze vytvorit z pismen ABRAKADABRA?

Reseni. Mdme 5x A, 2x B, 2x R, 1x D a 1x K. Poéitame tedy P(5,2,2,1,1) = s =
83160.

Definice 143. Necht M je kone¢na n-prvkova mnozina. Necht k& € Ny, &k < n. k-prvkovou
variaci z prvkt mnoziny M nazveme libovolnou uspotfadanou k-tici, v niz se kazdy prvek
vyskytuje nejvyse jednou. Pocet vSech k-prvkovych variaci z n prvka ozna¢me V(k,n).

Necht k € Ny, k < n. Pak plati

V(k,n) = 3572?255.

Definice 144. Necht je ddno n; prvki prvniho druhu, ny prvkta druhého druhu, ..., ng prvkia
d-tého druhu. Necht k£ € N,k < n;,Vi € {1,2,...,d}. k-prvkovou variaci s opakovanim
z prvki danych d druhti nazveme kazdou usporadanou k-tici vytvorenou z prvki téchto d
drubht. Pocet téchto variaci ozanéme V,(k,d).

Vk,d € N plati:
Vo(k,d) = d.

Definice 145. Nechf M je koneéné n-prvkova mnozina. Necht k € Ny, k < n. Libovolnou
k-prvkovou podmnoZinu mnoziny M nazyvame k-prvkovou kombinaci prvki z mnoZiny

— 66 —



Kombinatorika

M. Pocet véech k-prvkovych kombinaci vSech prvki znaéime K (k,n).

Necht k,n € Ny, k < n. Pak plati

Definice 146. Vyraz 3 z véty 99 znacime

n! n
Kin— k)~ <k>

¢teme ,n nad k“ a nazjvame kombinaénim ¢éislem (téZ binomickym koeficientem).

Poznamka 40. Plati

O B O

Priklad 44. V noclehdrné je padesdt lizek. Urcete, kolika zpisoby se na né muze uloZit
tricet pét noclezZniki.

Resend. RozliSujeme dvé hlediska:

1. hledisko spravce ubytovny: je mu jedno, s kym kdo spi = kombinace (gg),

2. hledisko nocleznikf: nenf jedno, s kym kdo spi = 3%.

n\ n
k]  \n—k)
n n n _[(n+1
k kE+1) \k+1)
Priklad 45. Najdéte vsechna x, pro kterd plati
z—1 + z—2\
z—3 z—4)

Resent. Resime podle véty 100 a podle definice kombinaéniho é&isla.

Vk,n € No,k<n:

Definice 147. Necht je ddno n; prvkia prvniho druhu, ne prvkia druhého druhu, ..., ng
prvka d-tého drubu. Necht k € N : k < n;,Vi € {1,2,...,d}. k-prvkovou kombinaci
s opakovanim z prvku danych d druhii nazveme kaZdou neusporadanou k-tici vytvorenou
z prvki téchto d druhi. Pocet vSech téchto kombinaci ozna¢me K, (k, d).
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Vk,d € N :

Ko(k,d) = Py(k,d—1) = (szz 1).

Priklad 46. V obchodé maji ctyri druhy kdvy. Kolika zpusoby lze poridit ndkup Sesti balickd?

Resend. Kazdy nakup ,zasifrujeme“ pomoci usporddané devitice (4+6-1) tak, ze napiSeme
tolik jednicek, kolik je prvniho druhu a oddélime nulou, tolik jednicek, kolik je prvki druhého
druhu a oddélime nulou atd., konecné tolik jednicek, kolik je prvki d-tého druhu. Napt.
101100111. Jde o bijekci Sifry a ndkupu. Plati tedy

K,(6,4) = P,(6,3) = 6,9—'3| - (g)

Priklad 47. Tricet pét vyletniku si vybralo z dvandcti druhu jidel. Kolik existuje rizngch
druhi objedndvek?

Resent. Rozlisujeme dvé hlediska:

i. hledisko kuchafe: je mu jedno, kdo si co objedna,

K,(35,12) = P,(35,11) = Gf)

1i. hledisko ¢isnika: zalezi, kdo si co objedna.

Vo(35,12) = 12%°,

Priklad 48. Ve tridé je dvacet chlapci a patndct divek. Urcete, kolika zpusoby z nich lze
vybrat Sesticlennou delegaci, maji-li zde byt

a. dvé divky a ctyri chlapci,
b. nejvyse dve divky,
c. alesport dvé divky.
Resend. a. Je to
15 20
2 4 )
—— N——
divky chlapci

b. Spocitame zvlast pripady, kdy jedou dvé, jedna nebo zZadna divka a tyto pocty seCteme.

c. Opét muzeme zvlast pocitat pocty, kdy jede zadna, jedna, atd. divek, ale jednodussi je
vzit celkovy pocet moznosti a odecist pocet moznosti, kdy nejede zZadna anebo jede jedna
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divka.

Pro vsechna a € N,a,b € R plati

n_ (™) nz0 nY n-1;1 N\ n—2;2 . n\ o0pn
(a+b)—(0)ab+<1>a b+(2>a b° + +(n>ab

Poznamka 41 (Pascaltv trojihelnik). NapiSme binomicka ¢isla podle schémtu nize. Z véty
100 plyne, ze kazdy ¢len tohoto schématu je soucet jeho dvou bezprostiednich sousedi nad
nim. Navic jsou &fsla v i-tém fadku koeficienty binomického rozvoje (a + b)°.

o) |

0 :
060 N
0060 o
00000 o
OHOHEH e

Priklad 49. Sectéte:

i 51=0)+ Q)+ +G)

i S=©0—-0+G+-+ED)E)
i S5 = (g) + (3) + (4) +
w Sy = (?)—I—(g)—l-

Reseni. 4. To je vlastné pocet vech podmnozin n-prvkové mnoziny, tedy S; = 2". Jinym
zpusobem: po dosazeni do binomické véty pro (1 + 1)" dostaneme presné rozvoj Si, a
proto S = 2™.

i1. Po dosazeni do binomické véty pro (1 — 1)™ dostdvame pfesné rozvoj Sa, takze Sy = 0.

n
iii. S3 =S5 = WHU" — gn-1
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v. Sy =152 =1

Priklad 50. Urcete absolutni élen v rozvoji vjrazu (222 — 3)°.

3
x
roven nule, tedy 2¢ — j = 0. Navic v binomické vété plati ¢ + j = 6. To je soustava dvou

Reseni. Exponent u 2z2 ozna¢me 4, exponent u —3 ozna¢me j. Absolutni ¢len mé exponent

. z /7
rovnic o dvou neznamych.

Pro vsechna k,n € N plati
k kE+1 k+2 k+n-1 k+n
()« () () e () - (20)

Necht My, My, Mo, . .., My, jsou konecné mnoZiny.

Pak plati
k k k
UMi :Z|Mi|_Z|MlmMi|_"'_ |Mk_1ﬂMk|
i=1 i=1 i=2
+ ’M10M2ﬂM3| +---+|Mk_zﬂMk_1ﬂMk’ — ...
+ (—1)k+1 |M1 NMyN---N Mk|
= Z(—l)r-l-l |]Wj1 N Mj2 N---N Mjrl ,
kde se séitd pres vSechny neprdzdné podmnoZiny {ji1, j2, ..., jr} mnoZiny {1,2,...,7}.
Priklad 51. Urcete pocet vsech poradi prvki mi,mao,...,my, s vlastnosti, Ze pro kazdé
i €{1,2,...,n} nestoji prvek m; na i-tém misté.

Reseni. Oznaéme hledany pocet jako p,. Pak p!, je pocet viech poradi, kdy alesponi jeden
prvek stoji na svém misté. Plati tedy

Pn+p,=n! = p,=n!—7p,.
Necht M; je mnozina vSech pofadi, v nichZ prvek m; stoji na svém misté Vi € {1,...,n}.
Spoctéme pocet téchto mnozin. Stoji-li na svém misté

o jeden prvek (i-ty prvek na i-tém misté), téchto mnozin je pro dany fixni prvek
|M;| = (n —1)! a tento fixni prvek lze vybrat () zpisoby,

e dva prvky: téchto mnozin je pro dané dva fixni prvky |M;| = (n — 2)! a tyto dva fixni
prvky lze vybrat (3) zptsoby,

o n prvki: tato mnozina je jedna a lze ji vybrat (7)) zptsoby.
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Celkové tedy mame
p=|My UMy U-- U M,| = (’f)(n—m— (Z)(n—2)!+---+(—1)"+1(n—n)!

= i(—l)TJrl (Z) (n—r)!,
r=1
takze

" 1 " 1
—nl —nl 1)yt = — o —1)Y .=
pn =n!—n! rzzl( 1) = (1 + ,«E=1( 1) -
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Kapitola 17

Pravdépodobnost

Poznamka 42. RozliSujeme dva typy pokusii:
e néhodny (pfedem nezndme vysledek),
e determinovany (pfedem zndme vysledek).
Definice 148. Nahodnym jevem rozumime jakékoliv tvrzeni o vysledku ndhodného
pokusu, o kterém muzeme po provedeni Fici, zda je nebo neni pravdivé.
Definice 149. Necht A, B jsou jevy.

i. Rekneme, 7e jev A mé za disledek jev B a zapisujeme A C B nebo A = B pravé
tehdy, kdyz jev B nastane vzdy, kdyz nastane jev A.

ii. Rekneme, 7e jevy A a B jsou si rovny a zapisujeme A = B pravé tehdy, kdy?
A C BAB C A, tedy B nastane pravé tehdy, kdyZ nastane A.

#13. Jev, ktery nastane pfi kazdé realizaci pokusu nazveme jevem jistym a oznacime (2.

Jev, ktery nemiiZe nikdy nastat nazveme jevem nemoZnym a oznadime ().

Definice 150. Necht A, Ay, ..., A, jsou jevy. Pak sjednocenim (resp. prianikem) jevi
Aj, A, ..., A, rozumime takovy jev A, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ nastane alespon
jeden (resp. vSechny z) jevu Aj, Ag, ..., Ap.

Definice 151. Necht A, B jsou jevy.

i. Opaénym jevem k jevu A nazveme takovy jev A, ktery nastane pravé tehdy, kdyz
nenastane jev A.

7i. Rozdilem jeva A, B nazyvame jev A — B, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ nastane
jev A a nenastane jev B.

Definice 152. Jevy nazveme neslucitelné (disjunktni), jestlize AN B = 0.
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Definice 153. Necht je ddn ndhodny pokus. Jev A nazveme elementarnim jevem préavé
tehdy, kdyZ neexistuji zadné dva jevy B,C; A # B # C takové, ze A = BUC, tj. A nelze
vyjadrit jako sjednoceni dvou jevi ruznych od A. MnoZinu vSech elementarnich jevii nazveme
jevovym polem. Je to mnozina vSech moznych vysledkti daného ndhodného pokusu. Tuto
mnozinu oznacime §2.

Definice 154. Necht €2 je kone¢na neprazdnd mnozina stejné moznych vysledkt daného
nédhodného pokusu, tzn. 2 je jevové pole. Necht A C Q je jev. Oznaéme |A|, resp. || pocet
prvkt mnoziny A, resp. Q. Pak pravdépodobnosti jevu A nazyvame éislo

_ 14l

P(A) = g

Priklad 52. HdZeme dvéma mincemi. Urcete pravdépodobnost ndsledujicich jevi:
a. na obou mincich padne hlava,
b. aspori na jedné minci padne orel,

c. na obou mincich padne totéz.
Resend. VypiSeme si vechny moZnosti a podélime ty, které vyhovuji, celkovym poétem.
Necht A, B C Q jsou jevy. Pak

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Definice 155. Necht A, B C Q jsou jevy. Nazveme je nezavislé pravé tehdy, kdyz P(AN
B) = P(A) - P(B).

Priklad 53. Zjistéte, zda jsou dané jevy nezdvislé.
a. Na kostce padne sudé ¢islo. Na kostce padne 5 nebo 6.
b. Na kostce padne sudé cislo. Na kostce padne liché cislo.

Resend. Spo¢itame pravdépodobnosti jednotlivych jevii a pravdépodobnost toho, Ze nastanou
oba soucasné. Pokud je P(AN B) = P(A) - P(B), pak jsou nezévislé.

Definice 156. Necht A,B C Q jsou jevy takové, ze P(B) > 0. Podminénou prav-
dépodobnosti jevu A za predpokladu nastoupeni jevu B nazyvame redlné Cislo dané

vVzorcem
P(ANB)

P(A|B)==F &
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Priklad 54. Hdzime dvakrdt kostkou. Necht

A ... soucet obou cisel je délitelny ctyrmi,

B ... druhym hodem padne Sestka.
Urcete P(A| B).

Regeni. Plat{

2
P(A|B)=%=§=%.

Necht A,B; C Q,i € {1,2,...,n} jsou jevy
takové, Ze A C Uj—; Bi aVi # j : BN Bj = 0. Pak P(A) = P(B1) - P(A|B1) + P(B3y) -
P(A|Bz) +---+ P(By) - P(A| Bp) = i, P(Bi) - P(A] By).

Priklad 55. V osudi A jsou dvé derné a tri bilé kulicky. V osudi B jsou dvé éerné a jedna bild
kulicka. Zvolime ndhodné jedno osudi a vytdhneme jednu kulicku. Jakd je pravdépodobnost,
Ze je bild?

Reseni. Oznac¢me jevy

A ... zvolime osudi A,
B ... zvolime osudi B,

X ... vytahli jsme bilou kulicku.

Pak plati P(X |A) = 2, P(X |B) = 1. Je tedy

P(X) = P(A) - P(X |A) + P(B) - P(X | B) = 1—75

Necht A,B; C Q,i € {1,2,...,n} jsou takové jevy, Ze A C
Uiz1 Bi, Vi, 4,4 # j : BiN Bj = 0. Necht 3i € {1,2,...,n} : P(B;) > 0. Pak plati: Vk €
{1,2,...,n}:
P(Bg) - P(A| By)
=1 P(B;) - P(A| By)

P(Bx|A) =

Priklad 56. Na fakulté studuje 60 % dévcat, z chlapci studuje matematiku 25 %, z dévcat
10 %. Ndhodné vybereme studenta/ku studujici matiku. Uréete pravdépodobnost toho, Ze to
bude divka.

Regeni. Plati

P(D)=0,6 P(H) =0,4
P(M|D)=0,1 P(M|H) =0,25.
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Hleddme P(D | M). Pocitejme

P(D)-P(M|D)=P(MND)=P(M)-P(D|M)

__P(D)-P(M|D) _ P(D) - P(M | D) 3
P(D|M) = P(M) ~ P(D)-P(M|D)+P(H)-P(M|H) 8

Provddime-li sérii n nezdvislijch pokust, kdy pravdépodobnost
prislusného pokusu je p, pak pravdépodobnost toho, Ze privé k pokusi bude uspésngch, je

P(k,n) = (Z) PP (L—p)" "

Priklad 57. UvaZujme n hodi minci. Jev ,padne hlava“ oznacme Z, ,padne orel“ oznacme
N. Urcete pravdépodobnost toho, Ze v sérii sto hodi padne hlava prdvé padesdtkrdt.

r=(5) ()G

Regeni. Plati

- 75—



Kapitola 18

Stereometrie — polohové vlastnosti

Definice 157. Body leZici na jedné pfimce (resp. v jedné roviné) se nazyvaji kolinedrni
(resp. komplanarni).
Definice 158. Piimky p, q € % nazveme:

i. rizné rovnobé&zky, jestlize pNq = 0 A p, ¢ jsou komplandrni;

7. mimobé&zky, jestlize p N q = 0 A p, g nejsou komplanirni;
i4i. raznobézky s priseéikem P, jestlize p N q = {P};

iv. splyvajici rovnobézky, jestlize pNq = p.

KazZdym bodem v Eq lze vést ke kaZdé primce prdvé jednu

rovnobézku.
Definice 159. Roviny «, f C E3 nazveme:

i. rovnobéZné splyvajici, jestlize o = 3;

1. rovnobé&Zné ruzné, jestlize a # B A a N B = 0;
#i3. rGzné roviny s prisecnici p, jestlize a # SAa NS = p.

Necht o, B jsou roviny. Jestlize rovina o
obsahuje dvé riznobézky a,b takové, ZeaNB=0AbN L =0, pak o || B.

Diikaz. Je-li a = 3, pfedpoklad tvrzeni neplati, takze implikace plati trivialné.
Déle sporem: Necht a ff 8 = anNB #0 = Jc= an B. ProtoZe a,b jsou riznob&zky,
alespon jedna z téchto pfimek protind pfimku c. Necht je to napf. a. Pak a Nc = {B}.

Protoze ¢ C 3, pruse¢ik B€ 8 = a N # 0, coz je spor s predpokladem aNB =0. [

Definice 160. Pfimku a C E3 nazveme s rovinou o C E3 :
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i. rovnobé&Znou, jestlize a N a = 0
i1. riznobéZnou, jestlize a N o = {P};
1it. a lezi v roviné q, jestlize a N a = a.

Vpe P VpCEsz:pllp <= F¢C
p:pllg

Diikaz. Pokud p C p = q = p a tvrzeni plati.
Necht p Z p:

i. ,=> “Nechtp| p = pAp= 0. Necht A € p je lib. bod. Potom bodem A a pfimkou
p je jednoznac¢né urcena rovina 0. A € pNo = pNo = g, p,q jsou komplanarni
a maji prdzdny prinik = p || q.

it. ,, <= “: Sporem: Pfedpokladdejme, Ze p || gAp f p. ||l g = pNg=0AqC p,p,q
leZi v téZe roviné a p # q = pNq =0, coZ je spor. O

Priklad 58. Je ddna krychle ABCDEFGH, na jejich hrandch body R, S,T podle obrdzku.
Urcete prusecik primky DF a roviny RST.

H G
|
|
E |
T F
| S
Dyoen-- ~t/C
<R
A B

Definice 161. Piimky p, ¢ C E3 se nazyvaji navzdjem kolmé, pravé kdyz existuji p’, ¢’ C Es
takové, ze

i.pllpAnd |l g

1. p,q jsou komplanarni,
1. p' L ¢.
Poznamka 43. Definice 161 je i kritériem.

Necht p,q CE3,p L q. PakVp',d CE3:p' || p,d' |l¢ = p' L.

Priklad 59. Je ddna krychle ABCDEFGH. Bod K je stredem EA, L je stredem FG.
Rozhodnete, zda ndsledujici dvojice primek jsou kolmé:
a. DH o BC,
b. CL a KH.
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Resent. VyuZijeme véty 112.
a. Trividlné.
b. Jednu z pfimek posuneme do roviny té druhé. Pak plyne trividlneé.

Definice 162. Necht p C E3 je pifmka a o C E3 je rovina. Rekneme, 7e piimka p je kolméa
k roviné o privé tehdy, kdyz V¢ C o : q L p.

Necht p C Es je primka a o C E3 je
rovina. Pakp L o <= Jq,r Ca:qltr:qLpAr Lp.

Piiklad 60. Necht je ddn pravidelny ctyrstén ABCD. Dokazte, Ze AB je kolmd k CD.

Reseni. Jednou p¥imkou prolozime rovinu a dokdZeme, Ze tato rovina je kolmé k druhé
piimce. Konkrétné: piimkou C'D prolozime rovinu 1e5) (S je stfed AB). Pak plyne trividlné.

Definice 163. Rekneme, 7e rovina o je kolma k roviné §, jestlize 3a C o : a L 8.
Poznamka 44. Definice 163 je i kritériem.

Poznamka 45. Musime umét sestrojit priusecik pfimky a roviny, prisecnici dvou rovin
a fez télesa rovinou.

Definice 164. Shodnym (resp. podobnym) zobrazenim v prostoru (shodnosti, resp.
podobnosti) nazyvadme zobrazeni % : E3 — Eg, jestlize plati

VX,Y e Es: |2(X)%2(Y)| = | XY/, resp. |%2(X)%(Y)| = k| XY|, k€ R"
a Cislo k koeficientem podobnosti.
Poznamka 46. Shodné zobrazeni je podobné zobrazeni s koeficientem podobnosti 1.

Definice 165. Necht S € E3 je bod. Pak zobrazeni s : E3 — E3 nazyvime stfedovou
soumeérnosti se stifedem S, jestlize

i X=8 = X =4(X),
ii. X #85 = § je stied XF5(X).

Definice 166. VU C E3: U # () U je Gtvar.

Definice 167. S € E;3 je stfed soumérnosti tdtvaru %, jestlize 3U = F5(°U). Utvar je
stfedové soumérny, pokud 35 : IU = S5(U).

Definice 168. Necht « je rovina. Pak zobrazeni &, : E3 — E3 je rovinova soumérnost,
jestlize

i. X €a = Fo(X) =X,
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1. X €a = XF(X) L aA stied tsetky XF(X) € a.

Definice 169. Necht A, B jsou dva rizné body, a C Eg rovina, kterd prochazi stfedem AB
a AB 1 «a. Pak rovinu a nazyvame rovinou soumeérnosti bodu A, B.
Definice 170.

i. a je rovina soumérnosti dtvaru U C Es, pokud U = S, (U).

7. Utvar U C E3 je rovinové soumérny, jestlize existuje jeho rovina soumérnosti.

Necht S50 Sy : E3 — E3 je sloZené zobrazeni dvou rovin soumérnych s rovinams
a,B C E3. Necht o || B, pak VX € Es : $3N~, kde v je takovd rovina, Ze L v A B L
v, X €7.

Definice 171. SloZenim dvou rovinovych soumérnosti s rovnobéznymi rovinami soumérnosti
vznikne zobrazeni, které nazyvame posunutim v E3. Smér kolmy k témto rovindm nazyvime
smér posunuti.

Definice 172. Slozenim dvou rovinovych soumérnosti s riznobéznymi rovinami soumérnosti
vznikne zobrazeni, které nazyvame otoc¢enim v [E3. Priasecnici téchto rovin nazyvame osu
otoceni.

Definice 173. Zobrazenim S5 0 ¥, = 0p, kde @ L B,p = a N B, nazyvdme osovou
soumeérnosti a p osou 0sové soumérnosti.
Definice 174.
i. p je osa soumérnosti utvaru U C Eg, pokud U = 0p(°U).
ii. Utvar 9 C E3 je osové soumdrny, jestlize existuje jeho osa soumérnosti.
Definice 175. Necht je ddn bod S € E3 a ¢islo A € R\ {0} . Pak zobrazeni #(g ) : E3 — E3
nazyvame stejnolehlost, jestlize VX € [E3 plati:
i. X=8 = X'=X=28,
it. X #8 = |SX'| =|)\ - |SX|, pfiéemz
a. A>0:X € S-X) ,
b. A < 0: X lezi na opacné polopiimce k S'-X) .

Priklad 61. Sestrojte Tez krychle rovinou p = lej, kde V je stred usecky AE, W je stred
dsecky AB a 'V je bod hrany CG takovy, Ze |CU|: |[UG|=2:1.
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Definice 176. Necht A, B € E3. Vzdéalenost bodu A, B nazyvame délku tsecky AB
a oznacujeme p(A, B).

Definice 177. Necht A € E3 je bod a a C E3 je rovina. Kolmym priamétem bodu A do

roviny a nazyvame bod Ay spliiujici
i. A€ca = Ag=A,
. Ada = ApepnNa,pla,A€Dp.
Vzdélenosti bodu A od roviny a nazyvame redlné ¢islo oznaéené p(A, ) a definované
p(A, @) = p(4, Ag) = |AAo|,

kde Ag je kolmy primét bodu A do roviny a.

Priklad 62. Urcete vzddlenost bodu F od roviny gEZ? v pravidelném ctyrbokém hranolu
ABCDEFGH, kde |AB| = |BC| = a,|AE| =b.

Definice 178. Necht A € E3 je bod a p C E3 je pfimka. Kolmym primétem bodu A na

pfimku p nazyvame bod Ag spliujici
i. Aep = Ag=A4,
i. A¢dp = Apepng,qlpAcy

Vzdélenosti bodu A od primky p nazyvame reilné ¢islo oznacené p(A,p) a definované
p(A’p) = p(A7AO) = |AAO|a
kde Ag je kolmy prumét bodu A na primku p.

Definice 179. Necht «, C Egz jsou dvé rovnobézné roviny. Pak vzdalenosti dvou
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rovnobéznych rovin «, § nazyviame redlné ¢islo oznacené p(a, B) a definované
p(a, B) = p(A, B),
kde A € a je libovolny bod.

Definice 180. Necht p C Ej3 je pfimka, o C E3 je rovina. Necht p || a. Vzdalenosti pFimky
p od roviny « s ni rovnobézné nazyvime reilné ¢islo oznacené p(p, @) a definované

p(p,a) = p(4, ),
kde A € p je libovolny bod.

Definice 181. Necht p, g C Eg jsou rovnobézné primky. Vzdalenosti dvou rovnobéznych
primek p, g nazyvame reilné ¢islo oznacené p(p, q) a definované

p(pa q) = p(A’ q)a
kde A € p je libovolny bod.

Definice 182. Necht p, g C E3 jsou mimobézné primky. Vzdalenosti dvou mimobéznych
primek p, ¢ nazyvidme redlné ¢islo oznacené p(p,q) a definované

p(»,q) = p(a, B),
kde e || B,p C @, q C B.

Definice 183. Necht p,q C E3 jsou dvé komplanarni pfimky. Odchylkou dvou kompla-
narnich pFimek p, ¢ nazyvime reilné ¢islo oznadené |<(p, q| a definované

i. jelip| q,|<p,q| =0°,

i1. je-li p [t ¢, odchylka p, g je velikost ostrého nebo pravého dhlu, ktery p, g sviraji.
Necht p',q'sp,q CEs:p || p' Aq || . Pak plati: |<p'q| = |<tpg|.

Priklad 63. Je ddn pravidelny ctyrboky jehlan ABCDV s podstavnou hranou a a vyskou v.
Urcete odchylku primek p,q, kde p = W ,q = @

Definice 184. Necht p,q C Eg jsou dvé mimobézné piimky. Odchylkou dvou mimobéz-
nych pfimek p, g nazyvame redlné ¢islo oznacené |<(p, g| a definované

|<[pa ql = |<Ipla qlly
kde p’ || pA ¢ || ¢, kde P/, ¢’ jsou komplandrni a riaznobézné.

Definice 185. Necht p C E3 je primka a a C Eg je rovina. Odchylkou primky p od

roviny o nazyvame realné éislo oznacené |<(p, | a definované
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i. je-lip || o, |<tp, | = 0°,

i1. je-li p }f a, odchylka p, o je velikost ostrého nebo pravého dhlu, ktery sviraji piimky
P, q, kde ¢ je prisecnice rovin «, 8, pficemz 8 L a,p € B.

Definice 186. Necht «, 8 C E3 jsou dvé roviny. Odchylkou rovin «, 8 nazyvime realné
¢islo oznalené |<a, B| a definované

i. je-li | B, |<e, B] = 0°,

i1. je-li a )t B, odchylka a, § je velikost ostrého nebo pravého thlu, ktery sviraji pfimky
p,q, kde p C a,q C B a obé pfimky jsou kolmé k priise¢nici rovin a, 5.

Definice 187. Necht jsou ddny nekomplanarni body A, B, C, D. Pak ¢ty¥stén je mnozina
bodi ohranic¢end trojuhelniky AABC, AABD, ANACD, ABCD. Pravidelny ¢tyistén je
tvofen CtyImi stejnymi rovnostrannymi trojihelniky.

Definice 188. Méjme v prostoru rovinu p, v ni konvexni mnohothelnik A; ... A, a necht

| je bod, ktery v roviné p nelezi. Necht T : E3 — E3 je takové posunuti, ze A] = T'(A1).
Pfi tomto zobrazeni se rovina p zobrazi na rovinu p, tyto dvé roviny jsou rovnobézné.
MnoZinu vSech bodt X, vSech tsecek BB’ takovych, ze B € A;...A, a B’ je obraz
bodu B v posunuti T, nazyvdme hranolem. Mnohothelniky A1A4;... A, a A1 A, ... A],
nazyvdme podstavami, rovnobé&iniky A;A;114;,,A;j,i = 1,...,n, nazyvime bo&nimi
sténami hranolu. Vsechny boé¢ni stény tvori plast hranolu. Podstavy spolu s boénimi
sténami tvoif stény hranolu. Usecky A;A}, resp. A;A;11, ALA, 41 se nazyvaji boéni, resp.
podstavné hrany hranolu. Body A, As,..., A, a A}, A}, ..., A}, se nazyvaji vrcholy.
Je-li smér posunuti kolmy k roviné podstavy, mluvime o hranolu kolmém, v opa¢ném
ptipadé jde o hranol kosy.

Definice 189. Hranol, jehoz podstavy jsou rovnobézniky, nazyvame rovnobéZnostén.

Definice 190. RovnobéZnostén, jehoz vSechny stény jsou pravothelniky (resp. ¢tverce)
nazyvame kvadr (resp. krychle).

Definice 191. Méjme v prostoru rovinu p, v ni kruh K ohraniceny kruznici k, na niz lezi
bod A a necht A’ je bod, ktery v roviné p nelezi. Necht T : E3 — E3 je takové posunuti, Ze
A" =T(A). Oznaéme T(p) = ¢/, T(k) = k¥',T(K) = K'. VSechny body vsSech tse¢ek X X',
kde X € K a X’ je obraz bodu X, vytvofi valec. Omezime-li se pouze na body X leZici na
kruznici k, dostaneme plast valce. Kruhy K, K’ tvoii podstavy vélce. Je-li smér posunuti
T kolmy k roviné p, mluvime o kolmém valci, v opacném piipadé o kosém valci.

Definice 192. Méjme v prostoru rovinu p, v ni konvexni mnohotihelnik A; ... A, anecht V je
bod, ktery v roviné p nelezi. Usetky V X, kde X jsou viechny body mnohothelnika A; ... A,,
nazyvame jehlanem. Bod V se nazyva hlavnim vrcholem jehlanu, jeho dalsi vrcholy
jsou Aj, ..., A,. Mnohothelnik A; ... A, je podstava jehlanu. Trojihelniky A4;A;1V,i =
1,...,n—1 jsou boénimi hranami jehlanu. Usedky A;A;;; jsou podstavnymi hranami.
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Boéni stény tvori plast jehlanu. Jehlan se nazyvé pravidelny, jestliZe je jeho podstavou
pravidelny mnohotuhelnik a jeho hlavni vrchol mé stejné velké vzdalenosti od vSech vrcholi
podstavy.

Definice 193. Necht je dén jehlan s hlavnim vrcholem V' a podstavou Aj ... A, v roviné
p. Necht k € R,k # 1,k > 0. Zavedme #y(A;... Ap) = A} ... A},. Téleso ohranicené
podstavami Aj ... Ap, A ... A; a sténami A4;A;114;, | A] se nazjvi komoly jehlan.

Definice 194. Necht je dan vrchol V' a kruhova podstava K v roviné p. Mnozina vSech
bodu tsecek VX, kde X € K, se nazyva kuzel. Jestlize Y € k, tvoii body useéek VY plast
kuzele, kruh K je podstavou kuZzele, bod V vrcholem kuzele. Je-li L p, nazyva se
kuZel kolmy (rotac¢ni).

Definice 195. Necht je dan kuZel s hlavnim vrcholem V' a podstavou K v roviné p. Necht
k€ R,k # 1,k > 0. Zavedme #y;(K) = K'. MnoZina vSech bodu tdseéek X7(X), kde
X € K, je komoly kuzel.

Oznacéme V objem télesa, S jeho povrch, ddle obsahy Spigste, Spodstavy, @, b, €
vektory stran, a, b, c jejich délky. Pak se rovnaji:

%4 S Spigste
prav. ctyrstén ‘1/—250,3 V3a?
hranol Spodstavy * V 2Spodstavy + Spidste Opodstavy * VU
rovnobéznostén | |(a x b) - c| z vektorového soudinu
kvddr abe 2(ab + be + ca)
krychle a® 6a>
vdlec Spodstavy * U 2Spodstavy + Spidste Opodstavy * VU
jehlan % - Spodstavy * V Shpodstavy + Spidste
komoly jehlan 2(Sp1 + 4/ Sp1Sp2 + Spz) - v
kuzel % - Spodstavy * V
komoly kuzel ir(r} +rira+13) v
koule %71'7"3 47r?
kulovd tisec "T’ﬂ(3r — ) wu(4r — v)
kulovy vrchlik 2mrv

Necht telesa T1,To leZi mezi dvéma rovinamsi p1, p2 o kaZdd
rovina p || p1 || p2 protne télesa Th,T> v konvexnich rovinngch dtvarech s obsahy Py, Ps.
Jestlize pro kaZdou rovinu p plati P) = Pa, maji Th a To stejny objem.

7 Y2

Definice 196. Mnohostén je konvexni ¢ast prostoru, hranice je tvofena koneénym pocétem
mnohothelnik.

Necht s je pocet stén, h pocet hran a v pocet vrcholi daného
télesa. Pak plati

s—h+v=2,
s+v=h+2.
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Poznamka 47 (Pravidelné mnohostény).

prav. mnohostén
Ctyfstén
Sestistén
osmistén
dvanactistén

dvacetistén

Priklad 64. Odvodte vztah pro povrch pldsté rotacniho kuZele o vjsce v a poloméru podstavy

r.

Definice 197. O télesu M v prostoru fikdme, Ze mé p za osu rotace a Ze je rotaénim

tvar stény

rovnostranny trojihelnik
¢tverec

rovnostranny trojihelnik
pravidelny pétiihelnik

rovnostranny trojihelnik

h
6
12
12
30
30

tetraedr
hexaedr
oktaedr
dodekaedr
ikosaedr

télesem, jestlize se zobrazi samo na sebe pfi kazdém otoceni kolem piimky p.

Poznamka 48.

e rotacni valec — pravothelnik otaceny kolem své strany,

e rotacni kuzel — pravidelny trojihelnik otaceny kolem odvésny,

e koule — piilkruh nad primeérem, hranice se nazyva kulova plocha,

e torus — kruh kolem osy, kterd lezi mimo néj
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Vektorové prostory

Definice 198. Necht P, X,Q,Y € Ej3 jsou &ty¥i libovolné body. Rekneme, 7e body P, X, Q,Y
tvori vrcholy zobecnéného rovnobéZniku, jestlize stfed usecky P(Q) splyva se stfedem tsecky
XY.

Definice 199. Na mnoziné U vSech orientovanych tsecek s pevnym pocateé¢nim bodem
P € E3 definujeme operaci scitani takto:

¥PX,PY € : PX + PY = PG,
je-li bod @ € E3 vrcholem zobecnéného rovnobézniku PXQY .

Definice 200. Na mnoziné U vSech orientovanych tsecek s pevnym pocate¢nim bodem
P € Ej3 definujeme operaci nasobeni orientovanych tsecek realnym cislem (tzv. vnéjsi
nasobeni) takto: je-lip e R a P_X) € 9, pak p-nisobkem orientované tsecky PX nazveme
orientovanou tsecku 2% (a zapisujeme PY = D- PX ), pfiemz plati:

i.p=0 = Y =P,
ii. p£0 = Y = #py(X).
Definice 201. Necht je ddna mnozina G s operaci * : G X G — G (je na G uzavfend). Pak
dvojice (G, *) je grupa, jestlize plati:
i. Ya,b,c,€ G : ax (bxc) = (ax*b) * c (asociativita),
1. Je € G takové, Ze Va € G : a x e = e ¥ a = a (existence neutrilniho prvku),
iii. Va € G : Ja~! € G takové, Ze a x a~! = a~la = e (existence inverzntho prvku).
Pokud navic
iv. Va,b € G : a*b= b+ a (komutativita),

je (G, *) komutativni (téz Abelovska) grupa.
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Definice 202. Necht je ddna mnozina V', téleso T a dvé operace P : VxV -V a @ :
T xV — V (jsou na V uzaviené). Pak ¢étverice (V,T, @D, Q) je vektorovy prostor nad
télesem T, jestlize Vp,q € T,u,v,w € V plati:

i. u@ v =vEPu (komutativita sé¢itani),
ii. (u@v)Pw=u@P(v® w) (asociativita s¢itani),
4. Jo € V takové, Ze Vu € V : u@ o = o u = u (existence nulového prvku),
w. YueV :3(—u) € V:u@P(—u) = (—u) @ u = o (existence opa¢ného prvku),
v. pR(uPv) =pQR@uPpQv (distributivita),
vi. P+q) @u=pQ@udq@ u (distributivita),
vii. (p-q)@u=pQ(¢g@u) (asociativita vnéjsitho ndsobeni),
vigi. 31 € T takovd, Ze Yu € V : 1Qu = u (existence neutrdlniho prvku vzhledem

k nésobeni).

Poznamka 49. Vyéet prvnich ¢étyf podminek z definice 202 1ze zjednodusit jako: (V, @) je
komutativni grupa.

Poznamka 50. Misto znakt @ (resp. Q) piSeme znaky + (resp. -). Byly pouZity, aby bylo
jednoznaé¢né odliSeno s¢itadni vektort a ¢isel (resp. ndsobeni vektoru skaldrem a nésobeni
Cisel). Z kontextu je vSak jasné zfejmé, kterou operaci pouzit. V dal$im textu budeme jiz
pouzivat znaky + (resp -).

Poznamka 51. V definici jsou skaldry obecné z télesa (viz pozndmku 62). V dal$im textu

pro jednoduchost uvazujeme T = R.

Poznamka 52. Mnozina %, vSech orientovanych tisecek s pocatecnim bodem P € E,, je
vektorovym prostorem vazanych vektori.

Poznamka 53. Mnozina R(™ viech uspofddanych n-tic tvofi aritmeticky vektorovy

prostor.

Definice 203. Necht A, B,C, D € E, jsou body. Rekneme, Ze orientované tisecky A.B) a C"ﬁ
jsou ekvipolentni, jestlize stied tsecky AD je i stifedem tsecky BC. Zapisujeme zﬁ € C@

Poznamka 54. Pro definici relace ekvivalce viz def. 80, 81 a poznamku 16.

Definice 204. Necht je dana mnozZina M vSech orientovanych tsesek v E,, a relace ekvi-
polence ¢ C M x M. Pak trida rozkladu mnoziny M, ktery prislusi relaci €, je volny
vektor.

Definice 205. Necht V' je mnozina vSech volnych vektori v E,. Pak na mnoziné V' definujeme

operace sCitani a vnéjsi nasobeni takto:
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i.Vu,veV:u+v=w,kdew={)ﬁ;)ﬁsﬁ},kdeﬁéu,ﬁévaﬁz

P_/i + ﬁ je soucet orientovanych tsecek P_/i, P_B)

1. VpER,VuGV:p-uzz,z={ﬁ;ﬁaﬁ},pfitomﬁéuaﬁzp-ﬁje

vnéjsi soudin orientované tsecky P_E> a Cisla p (tj. pomoci stejnolehlosti).

Definice 206. Necht u C M je libovolny volny vektor a zﬁ C u orientovand tsecka, tedy
U= {)ﬁ/} : )ﬁ} Ezﬁ} Pak orientovanou tsecku zﬁ nazveme umisténim vektoru u.

Definice 207. Pokud P_/i € u, nazyvame orientovanou usecku P_fi téZ reprezentantem
vektoru u.

Definice 208. Necht V je vektorovy prostor, uy,...,u; € V vektory, p1,...,pr € R. Vektor

k
X = piuy +pauz + - -+ + PrUg = Zpiui
i=1

nazyvame linearni kombinaci vektori uy, ..., ug.

Definice 209. Podmozina W vektorového prostoru V' se nazyva podprostor vektorového
prostoru V, jestlize W je vektorovy prostor.

Definice 210. MnoZina vSech linedrnich kombinaci vektort mnoziny S oznacend (S) se
nazyvé linearni obal mnoziny S a jeji prvky generatory (S).

Piiklad 65. Je ddn aritmeticky vektorovsj prostor R? a jeho podmnoZina S = {(1,2), (4,3)}.
Rozhodnéte, zda vektor x = (7,4) patii do mnoZiny generované S.

Resend. Vlastné Yesime rovnici (7,4) = a(1,2) + b(4, 3).
Definice 211. Necht S = {uy,...,ux} je mnozina vektorta vektorového prostoru V. MnoZina
S je
i. linearni nezavisla, jestlize
prur+pouy + - +pPpup =0 = pr=ps=--=pp=0;
1. linearné zavisla, jestlize existuje p; # 0 takové, Ze

piuai + peug + - - - + prug = o.

Vektory jsou zdvislé, jestliZe alespon jeden z nich
lze vyjddrit jako linedrni kombinaci ostatnich.

Piiklad 66. VR®) jsou ddny vektory a = (2,1,5),b = (3,0,4),c = (1,2,6),c = (1,2,5).
Rozhodnéte, zda jsou vektory
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a. a,b,c,
b. a,b,c
linedrné zdvislé.

Reseni. Vlastné resime rovnici pa + gb + rc = o. Existuje-li nenulové feseni, jsou linedrné

zévislé.

Definice 212. Necht je ddn vektorovy prostor V. Pak mnozina (W), kde W C V, se nazyva
podprostor prostoru V generovany mnozinou W a prvky mnoziny W generatory tohoto
podprostoru.

Definice 213. Necht (uy,...ux) je koneénd posloupnost vektort vektorového prostoru V.
Tato posloupnost tvofi bazi vektorového prostoru V, jestlize

i. uy,...,U; jsou generatory V a

it. uy,..., Ui jsou linedrné nezavislé.

Definice 214. Necht (ei,...,ex) je baze vektorového prostoru V. Pak ¢&islo k£ € Ny je
dimenzi vektorového prostoru V a piSeme dimV = k.

Piiklad 67. Naleznéte dimenzi a bdzi vektorového prostoru (S) (tj. generovaného mnoZinou
S), je-li S = {u1,uz,us,ug,us}, kde u; = (2,3,5,—4,1), ua = (1,-1,2,3,5), uz =
(3,7,8,—11,-3), ug = (1,-1,1,-2,3), us = (1,4,3,—7,—4). Ddle vyjddrete vektory u; aZ
us jako linedrni kombinaci vektoru bdze.

Regeni. Vlastné hleddme hodnost matice

u
u?
us
uy
U5

Gaussovou eliminaci pokracujeme tak dlouho, dokud nedostaneme matici do schodovitého
tvaru. Radky takové matice jsou pak generatory (S). Vyjadfujeme-li vektor jako linedrni
kombinaci baze, feSime vlastné rovnici u; = p1e; + pses + - - - + ppen.

Priiklad 68. V pravidelném ctyrsténu ABCD vyjddrete vektory B, A_U) , ﬁ jako linedrni

kombinaci vektori A_B), @, AD, je-li S stred strany BC, U téZisté trojihelnika BCD o T
je téziste ABCD.
Definice 215. Necht (eq,...,ex) je bdze vektorového prostoru V. Zobrazeni ¢ : A — B se

nazyva homomorfismus vzhledem k operaci *, jestlize
Vz,y € A: oz +y) = p(z) * ¢(y).
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Pokud je ¢ navic bijektivni, nazyva se izomorfismus.

Poznamka 55. Dva vektorové prostory V, W nad tymz télesem T jsou izomorfni, jestlize
vztah pro zobrazeni ¢ : V. — W z def. 215 plati pro operace s¢itani i vnéjsi nasobeni, tzn.

plati:
i. Vz,y € Vip(x+y) = o(x) + o(y),
1. Ve e V,VpeT : p(p-x) =p- o(x).
Definice 216. Necht (e, ...,e,) je baze vektorového prostoru V. Necht x € V' je libovolny

vektor takovy, ze
X =T1€1 + To€2 + - - - + Tp€y,

kde z; € R,i € {1,...,n}. Pak uspofddanou n-tici (z1,z2,...,Z,) nazyvime soufadnice

vektoru x v bézi (eq,...,e,).

Priklad 69. Ve vektorovém prostoru R® je ddna bdze
e1=(1,1,1,1),er = (1,1,1,0),e3 = (1,1,0,0), es = (1,0,0,0).

Urcete soutadnice vektoru x = (1,0,1,0) v této bdzi.

Reseni. Vlastné fesime rovnici x = z1e1 + x2eg + T3e3 + x4ey4.

Definice 217. Necht je ddn bod P € E3 a béze (e, e, e3) vektorového prostoru volnych
vektoru 3. Pak uspofddand Ctvefice (P, e1, ez, e3) je afinni soustava soufadnic v Eg

s pocCatkem P.

Definice 218. Necht je ddn bod P € E3 a béze (e, ez, e3) vektorového prostoru volnych
vektora ¥, takova, Ze plati:

Jsou-li X, Y, Z € Eg takové body, zZe P_X) € e, P-Y) € ey, ﬁ € es, souradné osy 1?)_(), P-Y), ﬁ
jsou navzéjem kolmé (tedy baze je ortogondlni) a jejich velikost je jedna (tedy béze je navic
ortonormdlni), pak usporddand Ctvefice (P, ey, eq, e3) je kartézska soutava souiadnic
v E3 s pocatkem P.

Definice 219. Velikosti vektoru AB rozumfme délku usecky AB a zapisujeme |zﬁ | =
|AB|. Vektor o velikosti jedna nazyviame jednotkovym vektorem.

Definice 220. Skalarni souéin je zobrazeni V x V' — R (oznacené -) s nasledujicimi

vlastnostmi:

. (u+v) - w=u-w+v-w,
. (p-u)-v=p-(u-v),

w.u-v>20uu=0<< u=o
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pro vSechna u,v,w € V.
Pro nenulové vektory u,v € V plati
u-v=|ul-|v|-cosy,
kde ¢ je konvexni ihel, ktery sviraji vektory u,v.

Definice 221. Vektory jsou ortogondlni (kolmé), jestliZe jejich skaldrni soudin je roven
nule.

Definice 222. MnoZina vektori je ortonormalni, jestliZe je ortogondlni a vSechny vektory
maji velikost 1.

Je ddna mnoZina vektori M =
{ui,...,u,}. Hleddme ortogondlni bizi {ei,...,e,} generujici (M) .
1. Polozme e1 = u;y.

2. k-ty vektor volime tak, aby
ey = pie1 +pzes + -+ + Pr_1€k—1 + Ug. (4)

Dosazenim do (/) dostaneme
Ug - €;

2 .
€e; - e;

(Skaldrni souciny kaZdjch dvou rizngch bdzovych vektord jsou nula.)
Piiklad 70. Ve vektorovém prostoru R(®) je ddn systém generdtori uy,...,uy:
w; =(0,1,0,0,0),uz =(1,1,1,2,1),u3 = (1,1,0,—1,0),us = (0,0, 1,3,1).
najdéte ortogondlni a ortonormdlni bdzi tohoto vektorového prostoru.

Reseni. Polozme e; = u;. Déle e3 = p1e; + uy. Po vynésobeni této matice e; (ten je kolmy
na ey) dostdvdme
ey-e; =pie;-€e; +uz-ey,
0

takze
ug - e; 1
pL=- =—s=-1,
e -e; 1

a pak
e; = —1(0,1,0,0,0) + (1,1,1,2,1) = (1,0,1,2,1).

Obdobné pak resime rovnici es = q1e;1 + ge2€2 + us. Vynasobime ji postupné e, eq, takze
dostaneme dvé rovnice, na jejichz levé strané je soucin dvou kolmych vektorti. Obdobné
pokracujeme dal. Ortonorméalni bazi dostaneme tak, Ze kazdy z vektorti ortogonalni baze
vydélime jeho velikosti.
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Priklad 71. Rozhodnéte, zda jsou télesové dhlopricky krychle navzdjem kolmé.

Reseni. Vyjadiime si je jako vektory a spoclitdme skalarni soucin. Pokud je roven nule, jsou

kolmé.

Definice 223. Vektorovy souéin je zobrazeni V x V — V (oznafené Xx) s nasledujicimi

vlastnostmi:
i. uxv=—(vxu),
. (U+V)XW=uxXxw+vXwWAuUX(V+w)=uxv+uxw,
. (p-u)xv=p-(uxv)=ux(p-v)
pro vSechna u,v,w € V.

Priklad 72. Vypoctéte obsah trojuhelniku ABC, je-li A[—-1,1], B[5,4],C][2,7].

Reseni. Abychom mohli spoéitat vektorovy soucin (tady polovinu vektorového soucinu),
musime mit trojrozmérné vektory. Dopliime je tedy: A[—1,1,0], B[5,4,0],C[2,7,0]. Pak je
obsah polovina velikosti vektorového sou¢inu dvou vektort (tfeba AB a BC').

Pro kaZdé tri linedrné nezdvislé vektory u,v,w € V takové, Ze u x v =w, plati:
i. |w| =|u|-|v|-sing, kde ¢ je thel, ktery svdraji,
. w Luw.lv,

i4i. u, v, w jsou kladné orientované (v pravotocivé bdzi).

Poznamka 56. Velikost vektorového soucinu je obsah trojuhelnika, jehoZ dvé strany jsou

nasobené vektory.
Definice 224. Pro vsechny vektory u,v,w € V je
(uxv) w

smiseny soucin vektoru u, v, w.
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Analyticka geometrie linearnich Gtvara —
polohové vlastnosti

Definice 225. Necht je dana pfimka p a vektor u # o takovy, Ze existuje orientovand tisecka
E takova, Ze A € p, B € p. Pak u je smérovy vektor piimky p.

Definice 226. Rovnici X = A + tu,t € R,u # o, nazveme parametrickou rovnici
primky v Eg, resp. Es.

Piiklad 73. Napiste rovnici primky p(A,u), je-li A[1,—1,2],u = (0,1, 2).
Jsou ddny primky p(A,u),q(B, V).
Pak

1. Jestlize md soustava rovnic

a1 +tu; = by +ru;
ag + tug = ba + rvg
a. 0 Tesent, jsou primky p,q rovnobéiné rizné.
b. 1 resent, jsou primky p,q riznobéiné.
c. nekonecné mnoho Tesent, primky p,q splyvaji.
it. Jestlize
a. jsou vektory u,v linedrné nezdvislé, jsou primky p,q riznobéziné.
b. jsou vektory u,v linedrné zdvislé a
e B € p, primky p, q splyvaji.

e B ¢ p, primky p, q jsou rovnobézné ruizné.
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Piiklad 74. Urcete vzdjemnou polohu dvou primek AB, CD, je-li A[3,2], B[4, —1], C[—4, 5],
D[-1,-2].

Resent. Zjistujeme, zda jsou smérové vektory piimek linedrné zévislé.
Jsou ddny primky p(A,u),q(B, V).
Pak
i. Jestlize md soustava rovnic
a1 +tu; = b1 +ru;
ag +tug = by + rvg
a3 + tugz = bg + rus
a. 0 TeSent a vektory u,v jsou
o linedrné nezdvislé, jsou primky p,q mimobézné.
o linedrné zdvislé, jsou primky p,q rovnobézné rizné.
b. 1 7esend, jsou primky p,q riznobéziné.
c. nekonecné mnoho Tesent, primky p,q splyvaji.
it. Jestlize
a. jsou vektory u,v linedrné nezdvislé a
e pNq#0, jsou primky p,q TiznobéZné.
e pNq =0, jsou primky p,q mimobéZné.
b. jsou vektory u,v linedrné zdvislé a
e B € p, primky p, q splyvaji.
e B ¢ p, primky p,q jsou rovnobéiné rizné.

Priklad 75. Rozhodnéte o vzdjemné poloze primek p = {[1 — 4t,2 + 4t,3 + t],t € R}, ¢ =
{[—4,8r,—5 — 8r,—2r],r € R}.

Resend. Zjistujeme, zda jsou smérové vektory pifmek linedrné zévislé.
Necht p(A,u),q(B, V) jsou dvé primky. Pak
plati
i.pllgAp=q¢ = dim(u,v,zﬁ) =1,
. pllgAp#q <= dim(u,v,zﬁ) =2Adim(u,v) =1,
1i%. p,q jsou rTuznobéiné <— dim(u,v,ﬁ) =2 Adim(u,v) =2,

. p,q jsou mimobéiné <= dim(u,v, Jﬁ) =3.
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Priklad 76. Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvou primek p = {[t,—1 + 2t, —2 + 2t],t € R},
g={[1+¢1,r],r €R}.

Resent. Je u = (1,2,2),v = (1,0, 1),1@ = (1,2,2). Hleddme tedy dimenzi prostoru
(u,v), <u,v, E> .

Definice 227. ax + by + ¢ =0, (a,b) # (0,0) je obecna rovnice pfimky v E,.

Definice 228. Vektor kolmy ke smérovému vektoru piimky se nazyvi normalovy.
Normdlovy vektor primky o rovnici ax + by + ¢ =0 je n = (a,b).

Piiklad 77. Napiste obecnou rovnici primky p = {[1 +¢,2 — t],t € R}.

Resend. Bud vyloudenim parametru: je-li z = 14+t,y = 2—t, pak z+y = 3, takze z+y—3 = 0,

nebo pfes normélovy vektor: n(1,1), takze dosadime do rovnice a dopocteme c tak, aby ji

lib. bod primky p vyhovoval.

Priklad 78. Napiste parametrickou rovnici primky © — 2y +1 = 0.

Resent. Bud substituci, nap¥. y = t, pak £ — 2t + 1 = 0, takie ¢ = —1 + 2t, tedy p =
{[-1+ 2t,t],t € R}, nebo pfes normélovy vektor.

Definice 229. Rovnice y = kz + ¢ se nazyvi smérnicovy tvar rovnice piimky v Eo,
k je smérnice primky.

Definice 230. Rovnice % + % =1 se nazyva tsekovy tvar rovnice pFimky v Eo.

Definice 231. Necht p je rovina, u, v linedrné nezévislé vektory a Jﬁ, @, A,B,Cep
jejich umisténi. Pak u, v je zaméreni roviny p.

Definice 232. Rovnice X = A + ru + sv se nazyvi parametrickd rovnice roviny.
Definice 233. ax + by + cz+d =0, (a,b,c) # (0,0,0) se nazyvi obecna rovnice roviny.
Definice 234. Vektor kolmy k obéma smérovym vektorim roviny se nazyvia normalovy.
Priklad 79. Napiste obecnou rovnici roviny p = m, Al1,1,1], B[2,0,-1],C][1,0,0].

Reseni. Opét bud vylouenim parametrii, nebo pfes normélovy vektor: spoéitime dva
libovolné vektory mezi body A, B,C a n = u X v, posun dopocteme.

Priklad 80. Napiste parametrickou rovnici roviny p:x —y+2—1=0.
Reseni. Pokud y = 1,2 = s, pak x —r+s—1 =0, takle x = 1 +7 — s, tedy p =

{l+4+r—s,rs],rseR}.
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Necht p: ax+by+cz
+d=0,0:ex+ fy+ gz+ h =0 jsou roviny. Pak
i. p=0 < (a,b,c,d) =k(e, f,g,h),k € R,
ii. plloAp#o < (a,b,c) =k(e, f,9),k € RAd# kh,
iti. pffo < VkeR: (a,b,c) # k(e f,9).
Priklad 81. Urcete vzdjemnou polohu roviny p : 22 +3y+42+5=0,0: 2 —y—2+1=0.

Reseni. Normélové vektory jsou linearné nezavislé. Priusecnice je Feseni soustavy rovnic

2r+3y+42+5=0,
z—y—2+1=0.

Necht jsou

ddny roviny p(A,u,v) a o(B,k,l). Pak

i. p=o0 <= dim(u,v,k,1) = 2 Adim(u,v,k, 1, AB) = 2,

. plloAp#o0 < dim(u,v,k,1) = 2/\dim(u,v,k,l,zﬁ) =3,
iti. plfo < dim(u,v,k,1)=3.
Priklad 82. Uréete vzdjemnou polohu rovin p = {[4 + t1 + 2t2,5 + 2t1,3 + 2t; + 2t9],
t1,t9 € R}, o= {[1 +2r;1 +1r9,—2—2r1 — 2r9,1 + 7‘1],7‘1,7‘2 € R}.
Resend. Hleddme dimenzi prostort (u,v,k,1), <u, v, k, 1, A-B)> .

Necht p(A,u),

o(B,v,w) jsou primka a rovina. Pak

i. pC p < dim(v,w,u) =2 Adim(v,w,u,l, zﬁ) =2,

. p|lpAp & p <= dim(v,w,u) = 2/\dim(v,w,u,l,zﬁ) =3,

iti. pjf p < dim(v,w,u) =3.

Priklad 83. Urcete vzdjemnou polohu primky p = {[3+¢,1+ 2t,2 —t],t € R} a roviny
p:{[1-3r+s,2r—s,14+4r—s],r,s € R}.

Resend. Hleddme dimenzi prostort (u, v, w), <u, v, W, E> .

Necht p(A,u),p :
ax + by + cz + d = 0 jsou primka a rovina. Pak
i.pCp < u-n=0NA€p,

. pllpApZp <= u-n=0NA¢p,
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. pffp < u-n#0.

Priklad 84. Urcete vzdjemnou polohu primky p = {[1 —t,1+ 3t,—3],t € R} a roviny
p:3x+y+5z2+T7=0.

Reseni. Pocitame skalarni souéin smérového vektoru pfimky a normalového vektoru roviny.

Definice 235. Necht p,q jsou dvé mimobézné pifimky. Piimka 7, kterd je rtiznobézna
s pfimkami p, g se nazyva prickou mimobézek p, q. Pokud je navic r kolm4 na p, q, nazyva
se osou mimobéZek p, q.

Priklad 85. Jsou ddny mimobézky p(A,u) q(B,v) a ddle vektor w, pricemz A[l,—2,5],
B[-1,1,-5], u = (1,3,-1), v = (1,1,2), w = (1,1,4). Naleznéte pricku p,q, kterd je

rovnobéznd s vektorem w.

Reseni. Necht P = A+ ku,Q = B+Iv. Pak I—@ =Q@Q—-P=B+Ilv—A—ku=zw, tGpravou
dostaneme 1@ = —Ilv + ku + xw. Mame tedy sosutavu t¥i rovnic o tfech neznamych.

Piiklad 86. Jsou ddny mimobézky p(A,u),q(B,v) a bod M, pricemZ A[1,5,2], B[0,—1,1],
u=(1,2,1), v=(3,1,0), M[0,1,—5|. Naleznéte pricku p,q, kterd prochdzi bodem M.

Reseni. Obdobné jako v pifkladu 85 dostaneme M Z =zMB+mv —ku,tedy A— M =
z(B — M) + mv — ku. Mame tedy sosutavu ti{ rovnic o tfech nezndmych.
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Analyticka geometrie linearnich Gtvara —
metrické vlastnosti

Definice 236. Necht A, B C E3 jsou dva podprostory Es. Vzdalenosti podprostorta A, B
nazveme nezaporné reilné éislo p(A, B) definovené takto:

p(A,B) =min{|XY|: X € A,Y € B},
kde | XY| je délka tisecky XY.
Vzddlenost dvou bodu A, B je délka isecky AB.

Necht Alay,as] € Eg je bod, p : ax + by + ¢ = 0 je primka. Pak

_ |aay + baz + |

Vzdélenost bodu A od pfimky p v Eg3 feSime tfeba vyjadienim délky usecky

AX, kde X je néjaky bod na pfimce p a nalezenim jejiho minima.
Piiklad 87. Urcete p(A,p), A[1,0,1],p = {[2 —¢,¢,0],¢t € R}.

Reseni. P¥imka p = p(P,u), kde P[2,0,0],u(-1,1,0).

—
1. zpisob: Necht Ag = [2—t*,t*,0]. Pakn = AA) = Ag— A = (1-t*,t*,—1). Platiu-n = 0,
tedy t* = —%, odtud Agl1,5;0,5;0]. Vzdélenost p(A,p) je pak ‘AAO‘ .
2. zpusob: Najdeme takovou rovinu, kters je kolma na pfimku p a leZi na ni bod A (normélovy

vektor roviny je tedy smérovy vektor pfimky). Déle najdeme pruseéik pfimky p s hledanou
rovinou — vzdélenost dvou boda uZ pocitat umime.

3. zpusob: Libovolny bod X na pfimce p mé soufadnice [2 — ¢,¢,0]. Hleddme minimum
velikosti vektoru AX.
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Necht Alay,az,a3] € Es je bod, a : ax + by + cz + d = 0 je rovina. Pak

|aa; + bag + cag + d|

Va2 +b%+c?

p(A, ) =

Nechtp:ax+by+c=0,q:ax+ by +d =0 jsou dvé rovnobézné primky. Pak

(nq) = 1=

Poznamka 58. Pti hledani vzdalenosti dvou rovnobéznych piimek v E3 na jedné z nich
zvolime libovolny bod a déle pokracujeme podle prikladu 87.

Poznamka 59. Pfi hledani vzdélenosti pfimky od roviny s ni rovnobézné na piimce zvolime
libovolny bod a dale pokrac¢ujeme podle véty 133.

Necht o :ax +by+cz+d=0,0:azx+ by + cz+ e = 0 jsou dvé rovnobézné

roviny. Pak
e —d

pla, B) = /oy

Poznamka 60. Vzdalenost mimobéznych primek uréujeme bud pomoci normélového vektoru
rovin, ve kterych pfimky lezi a néasledné podle véty 135, nebo urcenim osy mimobézek.

Priklad 88. Urcete vzddlenost mimobéinych primek p = {[9 + 4¢,—2 — 3t,t],t e R}, ¢ =
{[-2r,—7+9r,2+2r],r € R}.

Resend. 1. zptisob: Smérové vektory mimobézek uréuji rovinu. Jedna obsahuje pifmku p
a druhd, kterd je s ni rovnobézna, obsahuje primku q. Dale pocitdme podle vzorce.
2. zpusob: Hleddme pficku mimobézek, kterd je rovnobézna s vektorem, ktery ziskdme jako

vektorovy soucin smérovych vektori primek p, q.

Priklad 89. Urcete rovnici primky, kterd prochdzi bodem A[—2,1] a od bodu [3,1] md
vzddlenost 4.

Resend. Hleddme pfimku tvaru azx + by + ¢ = 0. Jist& plati —2a + b+ ¢ = 0 a vzorec pro
vzdalenost primky a roviny. Mame t¥i nezndmé, ale jen dvé rovnice. Proto jednu z nich
zvolime (musime uvazovat nulové a nenulové feseni) a zbylé dvé dopocitdme.

Priklad 90. Urcete rovnici primky, kterd prochdzi bodem A[l,2] a md stejnou vzddlenost od
bodi B([3,3],C[5,2].

Resend. Hledame pifmku p : ax + by + ¢ = 0. Protoze A € p, plati a + 2b+ ¢ = 0. Protoze
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ma stejnou vzdalenost od bodu B a C, plati navic

|3a +3b+c|  |5a+ 2b+ |
VaZ + b2 N E YR

S vyhodou druhou rovnici upravime za pouZiti té prvni na |2a + b| = |4a|. Déle uz fesime

soustavu rovnic, pri¢emz jsou bud obé absolutni hodnoty kladné, nebo jedna z nich zdporna

(ostatni pfipady ndm daji stejny vektor o opacné orientaci). Jednu z proménnych zvolime.
Definice 237. Odchylka vektori je uhel, ktery dané vektory sviraji. Zna¢ime |<u, v|.

Necht jsou ddny vektory u,v. Pak

|<tu, v| = arccos

u
af - [v|

Poznamka 61. Plati obdobné i pro pfimky dané obecnou rovnici (vektory u, v jsou jejich
normélové vektory.)

Necht jsou ddany primky p(A,u),q(B,v). Pak

|<tp, q| = arccos \u_v|
luf - [v]|

—
Priklad 91. Urcete odchylku primek 4B a BC'" krychle ABCDA'B'C'D'.
Resend. Vyjadifme jako vektory a dosadime do vzorce.

Necht jsou ddiny primky p(A,u),q : ax + by + ¢ = 0,n(a,b). Pak

lu-n|
uf - |’

|<tp, q| = arcsin

Necht p(A,u) je primka, o : ax + by + cz + d = 0 rovina, n(a, b, c). Pak

|<tp, a| = arcsin M
luf - [n|
Necht a : ax +by +cz+d = O,ex + fy + gz + h = 0 jsou dvé roviny

a m(a7b’ c),n(e, f, g)' Pak
jm - n|

|<e, B| = arccos .
lm] - n|

Priklad 92. Urcete rovnici primky, kterd md od primky p : x — 2y + 3 = 0 odchylku 30°
a prochdzi jejim prisecikem s osou y.

Reseni. Dosadime do vzorce a jednu proménnou zvolime.
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Analytickd geometrie linedrnich utvart — metrické vlastnosti

Priklad 93. Najdéte parametrické vyjddreni primky, kterd prochdzi pocdtkem a protind
primku p = {[4 +t,3 + 4t,1 — 3t|,t € R} a jejich odchylka je 30°.

Reseni. Dosadime do vzorce a jednu proménnou zvolime.
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Kapitola 23

Komplexni cisla

Definice 238. Mnozinu ozna¢enou C = {(a, b); a, b, € R} spolu s operacemi + a - definova-
nymi nasledovné:
i. (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d),
ii. (a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc),
nazyvame komplexnimi ¢isly.
Pro viechna x = (a,b),y = (c,d) € C plati
i.z—y=(a—cb—d),
ii. y#(0,0): 2 = (%22, bezad)

Mnozina C spolu s operacemi +, - tvori komutativni téleso.
Poznamka 62. MnoZina M spolu s operacemi +, - tvofi (komutativni) téleso, pokud
i. (M,+) je komutativni grupa,
ii. (M ~ {0},-) je komutativni grupa,

15. plati distributivni zakony.
Télesem je tfeba R, Q; Z vSak télesem neni (neexistuji inverzni prvky vzhledem k nasobeni

Pét krdt co je jedna?).

MnoZiny R a (z,0) € C jsou izomorfni.

Drikaz. Pro vSechna x,y € R plati
i. p(z) +o(y) = p(z+y),
. o(z) - (y) = o(zy),
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Komplexni ¢isla
kde ¢ je zobrazeni z R do C: ¢(a) = (a,0). O

Poznamka 63. Déle budeme zapisovat komplexni ¢islo (a,b) jako a + bi.

Definice 239. Tvar komplexniho &isla a 4 bi nazjvame algebraicky. Cislo a je jeho realna
Cast, b imaginarni ¢ast.

Cislo (0,1) ozna¢me i a nazyvejme imaginarni jednotka.

Cisla a + bi, kde b # 0 nazjvejme imaginarni. Pokud taky a = 0, nazjvame je ryze

imaginarni.

Poznamka 64. Komplexni éislo x = (a,b) 1ze chapat jako bod v roviné se soufadnicemi
[a, b].

Definice 240. Necht je ddno komplexni &islo z = a + bi. Cislo T = a — bi nazjvime
komplexné sdruZenym k &islu z. Cislo |z| = Va2 + b? je absolutni hodnota &isla .
JestliZe |z| = 1, éislu = fikdme komplexni jednotka.

Definice 241. Argumentem komplexniho ¢isla nazyvame orientovany ihel ¢, ktery svira
kladna poloosa reilné osy s polohovym vektorem daného bodu predstavujicim dané komplexni
¢islo.

KazZdé komplexni cislo x = a + bi, xz # 0, lze zapsat ve tvaru
x = |z|(cos ¢ + isinp),
kde ¢ je argumentem ¢isla x. Ddle plati:

a .
cos<p=m, singp = —.

Definice 242. Tvar komplexniho ¢isla z = |z|(cos ¢ + isin ¢) nazyvame goniometricky.

Poznamka 65. Kazdé komplexni ¢islo 1ze zapsat uspofddanou dvojici z = (|z|, ¢). Tato
¢isla jsou polarnimi souradnicemi komplexniho ¢isla x.

Necht je ddno komplexni éislo x = |z|(cosp +isinp) an € N
je nenulové ¢islo. Pak plati

" = |z|"(cos ny + isinny).

Poznamka 66. Gaussova rovina je mnoZina bodi [a,b];a,b € R. Kazdému prvku této
mnoziny odpovidd komplexni &islo (a,b). Osa x odpovida redlné ¢asti tohoto komplexniho
¢isla, osa y imaginarni ¢asti.
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Komplexni ¢isla

Priklad 94. Jsou ddna komplexni éisla a =2+ i,b =1 — 2i. Zobrazte v Gaussové roviné
jejich soucin a podil.

Reseni. Souéin ziskdme vynasobenim velikosti (stejnolehlosti) a se¢tenim thlé. Podil ob-
dobné.

Definice 243. (Algebraickd) rovnice v komplexni nezndmé n-tého stupné s jednou
nezndmou z € C je kazd4 rovnice tvaru P(z) = 0, kde P(z) je polynom n-tého stupné
s redlnymi (resp. komplexnimi) koeficienty.

Kazdy polynom n-tého stupné s komplexnimi koeficienty
md v mnoziné C prdvé n kotent, pocitdme-li kazdy koren tolikrdt, kolik je jeho ndsobnost.

Mad-li algebraickd rovnice s redlngmi koeficienty imagindrnd koten x = a + bi, md
taky koren T = a — bi.

Definice 244. Binomickou rovnici s neznamou x € C nazyvime kazdou rovnici tvaru

n

z" = a, kde a € C,n € N,n > 2. Kazdy komplexni kofen binomické rovnice nazyvime

komplexni n-tou odmocninou z ¢isla a.

Piiklad 95. Vypoctéte z = /1 + /3.

Reseni. Umocnénim ziskdme 22 = 1+ /3i. Plat{ |2%| = 2, takze 2% = 2(cos § +isin ) =

|z|2(cos 2z + i sin 2x). Déle fesime jako goniometrickou rovnici.

Piiklad 96. Reste v C: 23 = i.
Resend. Vyjadiime v goniometrickém tvaru a dile fesime pomoci Moivreovy véty.

Definice 245. Kvadratickou rovnici s (komplexni) neznidmou z € C a readlnymi
(resp. komplexnimi) koeficienty a, b, c nazjvime kazdou rovnici tvaru ax? + bz + ¢ = 0,
a,b,c € R,a # 0 (resp. a,b,c € C,a # 0).

P¥iklad 97. V C feste 22 + 3z + 10i = 0.

< 2
Reseni. 1. zpusob: Doplnénim na ¢tverec dostavame (z + %) = % — 10¢. Substituujeme
a déle feSime jako binomickou rovnici.

2. zpusob: Pomoci diskriminantu.

3. zpusob: Vyjadfenim nezndmé v algebraickém tvaru (z = a + bi) a rozndsobenim.

Definice 246. Trinomicka rovnice s neznamou x € C a redlnymi koeficienty a,b,c € R
nazyvame rovnici tvaru ax? 4+ bx? + ¢ =0, kde p,q € N,p > ¢q,a,b # 0.

Priklad 98. Uzitim Moivreovy véty odvodte vzorce pro sin 3z, cos 3x.
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Komplexni ¢isla

3 3 _

= cos 3z + i sin 3z. Z binomické véty mame (cosx + i sin z)
2

Resend. Plati (cosz + isin z)
cos® z + 3icos? zsinx — 3cos zsin? z — isin® z. Metodou porovnani koeficientti u i vzorce

dostévame.
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Kapitola 24

Posloupnosti

Definice 247. Necht A je mnoZina. Zobrazeni a : N — A (nebo a : {1,2,...,k} — A) se
nazyva posloupnost prvkt mnoziny A, k € N.
Definice 248. Necht {a,},- je posloupnost redlnych &isel. Pak je
i. rostouci pravé tehdy, kdyz Vn € N : a, < an+1,
it. klesajici pravé tehdy, kdyz Vn € N : ay, > apy1,
13. nerostouci praveé tehdy, kdyz Vn € N: a, > an41,
iv. neklesajici pravé tehdy, kdyz Vn € N: a, < any1-
Posloupnost, ktera ma jednu z téchto vlastnosti, se nazyva monoténni. Posloupnost rostouci

nebo klesajici nazyvame ryze monotdénni.

o0
Priklad 99. Urcete monoténnost posloupnosti {:—J}l} x

n=
Resend. Spodéitame ani1 — an.

Definice 249. Necht {a,},-; je posloupnost redlnych &isel. Pak je
i. prosta pravé tehdy, kdyz Vm,n e N: m #n = a,, # an,

i1. stacionarni (konstantni) pravé tehdy, kdyz Vn € N : a,, = an41.-

Definice 250. Necht {a,},-; je posloupnost redlnych &isel. Pak je
i. zdola omezena, pokud existuje k € R takové, ze Vn € N : a, > k,
it. shora omezend, pokud existuje k € R takové, ze Vn € N : a,, < k.

Posloupnost je omezena, pokud je omezena shora i zdola. Pokud neni omezend ani shora,
ani zdola, je neomezena.
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Posloupnosti

Definice 251. Necht {a,},>, je posloupnost redlnych &isel a {k1,kz,...,kn,...} je ros-
touci posloupnost pfirozenych &isel. Pak posloupnost {ak,}ooq = {ak1, k2, - - s kn, .- } j€
posloupnost vybrana z posloupnosti {a,}.- ;.

Definice 252. Posloupnost {a,},.; je aritmeticka pravé tehdy, kdyz
deR:YVneN:a, =a,_1+d
a Cislo d se nazyva diference.

Necht {an}oo | je aritmetickd posloupnost s diferenci d. Pak plati:
i. Vn € N:ap =a1 + (n —1)d,

ii. Vr,s € N:ag=a, + (s —r)d.

Dikaz.
1. Matematickou indukeci:
1. n=1:a; =a; + (1 —1)d plati

2. ap=0a1+(n—1)d = any1 = a1 +nd, takze apy1 =an+d=a1+(n—1)d+d=
a1+ nd

1. Uzitim jiz dokdzeného vztahu:
as =a1 + (s —1)d,

ar =a1 + (r —1)d.

Seétenim dostdvame
as—ar =(s—1)d— (r —1)d,

takze
as = ar + (s —r)d,

coz jsme chtéli dokazat. O
Necht {an},o ;| je aritmetickd posloupnost s diferenci d. Necht
Sp=a1+a2+---+an

je soucet prvnich n ¢lenid nekonecné aritmetické posloupnosti nebo soucet n-clenné aritmetické
posloupnosti. Pak plati:

VneN: S, = %n(al +ay).
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Dukaz.

Sp=a1+ax+az3+---+apn_1+an
=a1+ (a1 +d)+ (a1 +2d)+ -+ [a1 + (n — 2)d] + [a1 + (n — 1)d]
=[a1+(n—1)d]+[a1+ (n—2)d]+--- + (a1 + 2d) + (a1 + d) + a1
25, =2a1+(n—1)d+2a1+(n—1)d+---+2a1 + (n—1)d+2a; + (n — 1)d
25, =nla1 + a1 + (n — 1)d], takze

s, = n(a; + an),
2
coz jsme chtéli dokazat. O

Priklad 100. Napiste prunich pét clent aritmetické posloupnosti, kde plati
a1 +aq4 =12,
as —ag = —8.
Resend. Vyjadifme pomoci a1 a diference a vyfesime.
Definice 253. Posloupnost {a,}.-, je geometricka pravé tehdy, kdyz
dgeR:VneN:a, =an,-1-¢

a Cislo ¢ se nazyva kvocient.

Priklad 101. Urcete, zda posloupnost {2"3_ i }Oo ) je aritmetickd, nebo geometrickd.
n=

Resend. Spoéitdme ay11/an a any1 — ayn. Je geometrickd, je-li a,1/a, konstatni a naopak

(an+1/an nesmi zaviset na n).

Necht {an}, o je geometrickd posloupnost s kvocientem q. Pak plati:
i.Vne€N:a, =a;-¢" 1,

it. Vr,s €N:ag=a,-¢°".

Dikaz.
1. Matematickou indukeci:
1. n=1:a1 = a1 - ¢° plati

2. an=al-q"_1 = apy1=01-q", takZze apy1 =an-qgq=a1-¢"" " -q=a1-q
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1. Uzitim jiz dokdzeného vztahu:

-1
as=a-q" ",
ar=ay-q¢ L.
Vydélenim dostéavame
-1
a‘S _ a]. : qx _ 8T
- r—1 7
Qr ay-q
takze
a/s — a/'r qS—’l"’
coz jsme chtéli dokazat. O

Necht {an}ro | je geometrickd posloupnost s kvocientem q. Necht
Sp=a1+az+---t+an

je soucet prunich n clenid nekonecné geometrické posloupnosti nebo soucet n-clenné geomet-
rické posloupnosti. Pak plati ¥n € N:

i. q=1:85, =nay,

n

1. q#l:Sn=a1-qq__1.

Diikaz.
Sp=a1+taz+az+---+ap1+an
=a1+a1q+ a1’ +---+arq"?
qSn = a1q+a1¢* + -+ a1¢" ' + a1g”
qSn — Sp = —a1 + a1q"
Sn(g—1) = a1(q" — 1), jestli ¢ # 1, pak
n—1
g, — @@ —1)
qg—1
coz jsme chtéli dokazat. O

Priklad 102. Naleznéte geometrickou posloupnost, pro niz plati

a1+ az = 5,
as +aqg = 10.

Reseni. Vyjadiime pomoci a; a kvocientu a vyfesime.

Poznamka 67. RozliSujeme dva typy zadani posloupnosti, a to:
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i. rekurentni: pomoci jednoho nebo nékolika pfedchozich ¢lenti

an = Qp_1 +d, an—1-4;

1. explicitni: n-ty ¢len je vyjadien pomoci n
an = a1+ (n—1)d, an =a1-q" L
Priklad 103. Naleznéte explicitni vyjddreni posloupnosti zadané rekurentné: an+1 = 3an +
1, ay = 2.

Reseni. NapiSeme si par prvnich ¢lenti posloupnosti a néjak si z toho vycucadme vzorec. Ten
pak dokazeme matematickou indukci.

Definice 254. Necht {a,},-, je posloupnost, A € R &islo. Posloupnost {an},. ; mé limitu

rovnu éislu A, jestlize

VeeRT :IngeNg:Vn>ng,n€N:a, € (A—¢,A+¢).

Priklad 104. Vypoctéte limitu limp,_,o0o 22

Reseni. Rozsifime % Limita lim,,_, % je totiz rovna nule.

Definice 255. Necht {a,},- je posloupnost. Posloupnost {a,},-; mé nevlastni limitu
+00 (resp. —00), jestlize

VK € R:3ng € Ng:Vn >ng,n € N:a, > K (resp. a, < K).

vr . . _n2
Priklad 105. Urcete lim,,_, o 427’;.
Regeni. RozloZime na soudin.

Definice 256. Ma-li posloupnost vlastni limitu, je konvergentni. V opacném piipadeé je
divergentni.

Kazdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.
KazZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Kazdd nekonecnd posloupnost vybrand z konvergentni posloupnosti je konvergentni

o .
a md stejnou limitu.

Necht {an}or 1, {bn}oeq, {cn}oey jsou t¥i posloupnosti
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Posloupnosti
takové, Ze
ImneN:Vn>m:a, <b, <cp A lim a, = lim ¢, = A.
n—oo n—oo
Pak lim,, o b, = A.
Necht jsou ddny dvé posloupnosti {an}p. 1, {bn}peyq. Necht lim, .o an, = A,
limy, ,00 b, = B a ¢ € R je libovolné ¢islo. Pak plati:
i. limy, 00 (an, £b,) = A+ B,
1. limy, o0 (can) = ¢ limy 00 ay, = CA,
i4i. limy o0 (anbn) = A- B,
0. limy_y e (‘;—:) —4
Necht {an}oo 1, {bn}rey jsou posloupnosti takové, Ze limy o0 an =0 a {bp}oo,

je omezend. Pak limy,_,o (anby) = 0.

Definice 257. Necht M je podmnozina mnoziny redlnych é&fsel. Cislo a € R (pokud existuje)
nazveme horni (resp. dolni) zavorou mnoziny M pravé tehdy, kdyz

Ve e M :z < a (resp. z > a).

Definice 258. Necht M je podmnoZina mnoziny redlnych &isel. Cislo ¢ € R (pokud existuje)
nazveme supremem (resp. infimem) mnoziny M, jestliZe je jeji nejmensi horni zdvorou
(resp. nejvétsi dolni zdvorou), tzn. Ze plati:

i. Ve € M : z < c (resp. z > ¢),
ii. VteR:VeeM:2<t = t>c(resp.z >t = t<c).

Znacéime ¢ = sup M (resp. ¢ = inf M).

Definice 259. Necht {a,}>2, je posloupnost redlnjch &isel. Cislo

o0
Sn=a1+az+"~+an=2ai,nGN

=1

nazyvédme n-tym éastenym souctem posloupnosti {an},- ;. Posloupnost {Sy,},. ; nazy-
véme posloupnost éasteénych souctii posloupnosti {a,},- ;.
Nekoneénou Fadou nazveme posloupnost éasteénych souctl {S,},-; a znaéime struéné

[
S an
n=1

Cisla a,,n = 1,2,... nazyvame Cleny rady, Cisla S,,n = 1,2,... nazyvame castecné
soucty rady.
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Definice 260. M4-li posloupnost ¢asteénych souéti {S,},~, limitu S, Fekneme, Ze neko-
necnd fada ) .-, a, konverguje a ¢islo S nazveme jejim souctem. V opacném piipadé
diverguje.

Necht je tada Y ,> an, konvergentni, pak lim,_, an, = 0.
Dwvé tady lisici se v konecném poctu cleni se chovaji stejné.

Poznamka 68. Dile budeme studovat fady s nezdpornymi ¢leny (tzn. k jejich konvergenci
staci, aby byly shora omezené).

Necht Y 021 Gn, D ey by jsou Tady s nezd-
porngmi cleny s vliastnosti
Vn € N:a, <b,.

Pak plati:
i. konverguje-li Tada Y o2 1 by, konverguje taky > o2 an.

i1. diverguje-li Tada Y o2 an, diverguje taky > o> ; bp.

Poznamka 69. Rada

> 1
nz=:1 n(n+1)

konverguje.

Rada X°°, X konverguje prdvé tehdy, kdyZ a > 1,a € Rt

n=1 na

Necht 300 1 any Y meyq by, jsou Tady s kladngmi
Cisly. Necht 3limp 00 3 = c. Pak plati:

i. c#0Ac# 0o = 7tady se chovaji stejné,
. ¢ =0AY02, by konverguje = > o2, a,, konverguje,

1. c=00AY oo by diverguje = Y 02, an diverguje.

Priklad 106. Rozhodnéte o chovdni tady > 2, ”:"T:‘ffl

Resent. Srovname s > 2, %, ktera diverguje. Pocitame tedy

n?4+n+1
n3+1

lim
n—oo
n

Je-li rozdilna od nuly a od nekonec¢na, chovaji se fady stejné.

Definice 261. Nekoneénou fadu Y 02 ; an, kde {a,},. ; je geometrickd posloupnost s kvoci-
entem ¢, nazveme nekonec¢nou geometrickou fadou a ¢islo ¢ nazveme jejim kvocientem.
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Necht Tada Y o>, an, je geometrickd Tada s kvocientem q, kde |q| < 1. Pak je tato

Tada konvergentni a md soucet

ai
S =
l—q
Diikaz. Pocitejme
. o -1  a . om
A= b= ey = o R )

jestlize |g| < 1, pak
a ai ai
= (0=1)=— = O
g—1 ( ) q-

Priklad 107. Urcete soucet tady > o>, 1/2".
Resent. Je a1 = %, qg= % Plati |g| < 1, takZe miZeme pouZit vétu 163.

Priklad 108. Je ddn ctverec o strané a, spojnice stredi jeho stran tvori stranu dalsiho

Ctverce, ... Urcete soucet obsahi a obvodu takto vznikljch ctvercu.
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Kapitola 25

Limita funkce

Definice 262 (Vlastni limita ve vlastnim bodé). Funkce f mé v bodé zy € R limitu A € R,
jestlize ke kazdému ¢ € R* existuje § € RT takové, Ze Vx € (o — 6,79 + §) ,x # zo plati
f(z) € (A—¢e,A+¢). PiSeme

lim f(z)=A.

Tr—rxo

Poznamka 70. Definici 262 Ize taky zapsat symbolicky. Rekneme, Ze lim, 4, f(z) = A
praveé tehdy, kdyz

Ve e Rt :36 € RY :Vz € (zo — 6,70 + ) ~ {xo} : f(z) € (A—¢,A+¢).

Definice 263 (Nevlastni limita ve vlastnim bodé). Funkce f mé v bodé zy € R nevlastni
limitu +oo (resp. —00), jestlize ke kazdému M € R existuje § € RT takové, ze Vz €
(xo — 6,20 + 0) ,x # xo plati f(z) > M (resp. f(z) < M). PiSeme

a:llg:lo f(z) = 00 (resp. — 00).

Poznamka 71. Definici 263 lze taky zapsat symbolicky. Rekneme, Ze limg sz, f(z) = 00
(resp. —o0) pravé tehdy, kdyz

VM eR:36 € RT :Vz € (zg — 6,70 + ) ~ {0} : f(x) > M (resp. f(z) < M).

Definice 264 (Vlastni limita v nevlastnim bodé). Funkce f ma v bodé oo (resp. —oo)
limitu A € R, jestlize ke kazdému € € R existuje K € R takové, Ze Vz € R,z > K (resp.
z < K) plati f(z) € (A—¢e,A+¢). PiSeme

xll)ngo f(z) = A4, resp. xEIEloo‘f(x) = A.
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Poznamka 72. Definici 264 lze taky zapsat symbolicky. Rekneme, Ze lim,_,o f(z) = A
(resp. lim, oo f(x) = A) pravé tehdy, kdyz

VeeRT:IK eR:Vz € R,z > K (resp. < K): f(z) € (A—¢,A+¢).

Poznamka 73. Definice nevlastni limity v nevlastnim bodé jsou celkem Ctyfi (dvakrat dvé
moznosti pro plus / minus nekonec¢no). Pro uSetfeni mista budou oba piipady zaznaeny
jako +oo.

Definice 265 (Nevlastni limita v nevlastnim bodé). Funkce f ma v bodé too limitu +oo,
jestlize ke kazdému M € R existuje K € R takové, ze Vz € R,z > K (resp. z < K) plati
f(z) > M (resp. f(z) < M). PiSeme

xEI:Eoo f(iL‘) = Foo.

Poznamka 74. Definici 265 lze taky zapsat symbolicky. Rekneme, Ze lim, 4o, f(z) = +00
praveé tehdy, kdyz

VM eR:3K eR:Vz e R,z > K (resp. z < K) : f(z) > M (resp. f(z) < M).

Definice 266. Okolim bodu
i. To € R rozumime mnoZinu (zg — 6,9 + §),6 € RT,
i1. oo rozumime mnozinu (k, ),k € R,

i44. —oo rozumime mnozinu (—o00,k),k € R

a znacime 0 (xp) (resp. 0(c0)). Prstencovym okolim bodu z je mnozina 0 (z) \ {z},

YoV

kterou znacime % (x). Mnozinu R U {+00} nazvéme rozsifenou mnozinou realnych ¢&isel
a oznacme R*.

Definice 267 (Souhrnné definice limity). Rekneme, %e f m4 v bodé 2o € R* limitu A € R*,
jestlize ke kazdému okoli G (A) bodu A existuje prstencové okoli 2 (zy) bodu z( takové, Ze
pro vSechna z € % (zo) plati f(z) € 0(A). PiSeme

lim f(z)=A.

Tr—rxo

Funkce f md v bodé zo € R* nejvyse jednu limitu.
Definice 268. Funkce f je spojita v bodé xg € R, jestlize

lim f(z) = f(z0).

Definice 269. Funkce f je spojita na intervalu J C R, jestlize
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i. f je spojita v kazdém vnitinim bodé intervalu J,

i1. patfi-li poGateéni (resp. koncovy) bod J k tomuto intervalu, je v ném funkce f spojité
zprava (resp. zleva).

Poznamka 75 (Neurcité vyrazy). Neuréité vyrazy jsou

, 0-00, co—o00, 0° oo’ 1%,

818

oo

Necht o € R* a necht existuje limg_,z, f(z) a limg_z, g(x). Pak plati:
i. limg_yp, {f(z) £ g(2)} = limg_yz, f(x) £ limy—yy, (),

1. limg_yq, f(2)9(z) = limy—sg, () - limg—y5, g(x),

N flx) _ limgqzy f(x)
114, limg 4, 9@ — m’

1

<

- Nimgsa, [f(7)| = |limg—a, f(2)].

Necht jsou ddny
funkce f,g a necht existuje prstencové okoli 2 (xo) takové, Ze Vx € P (x9) : f(z) = g(x).
Necht lim,_, 5, g(x) = A, A € R*. Pak existuje lim,_,,, f(x) a plati limg_,,, f(z) = A.

v vy 1e 2_
Priklad 109. Spoctéte limy,_,_1 ”;—Hl

Regeni. Plati

21 -1 1
im 2 = lim E=DE+1) = lim (z — 1) = —2.
z——-1 x+1 z——1 rx+1 z——1

P¥iklad 110. Spoctéte limy—, oo T(V22 +9 — V22 — 9).

Reseni. Rozsfiime vz2 +9+ vVz2 — 9.

Necht f,g,h jsou funkce a mecht existuje prstencové okoli
P (x0) bodu zo € R* takové, Ze Vx € P (x0) : g(x) < f(z) < h(z). Necht limy_,4, g(z) =
lim, gz, h(z) = A, A € R*. Pak existuje lim,_,,, f(z) a plati limg,_,4, f(z) = A.

Necht jsou ddny dvé funkce f, g
a limg_,, f(z) = 0. Necht existuje prstencové okoli 2 (xo), bodu xy € R* takové, Ze funkce g
je na tomto okoli ohranicend. Pak limg_,,, f(x)g(z) = 0.

Piiklad 111. Spoctéte limy—yo0 (423 — 22 + 7+ 2) .
3

Reseni. Vytkneme 3.

Necht f,g jsou funkce a xg € R*; A € R a necht
plati
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Limita funkce

3. limg g g(z) = A4,
ii. funkce f je spojitd v bodé xg.
Pak plati
i £ (9@)) = £ (Jim o(a)) = S(4).

T—rxo (.’1:—):130
Poznamka 76. Disledkem véty 169 je fakt, Ze

lim g(z) = A = lim /@ = ¢4,
T—T0 T—T0

To vyuzivame pfi vypoctu limit exponencialnich vyrazi. Plati totiz

f(z)9@®) = eg@ M f(),

Piiklad 112. Spoététe limg_q cos (:ﬂ - sin %).

Resent. Je 1
lim cos (2% - sin = ) = cos0 =1,
z—0 T

nebot sin% je omezena a z? je spojitéd v R.
Piiklad 113. Spoctéte lim,_,o+ 22,

Regeni. Plati

Inz Inzlnzx

lim+ = lim+ e
z—0 z—0
Protoze je e spojita, je

lim elnwlnw — elimx_>0+ lna:lna:_
z—0t

Necht f je funkce a necht existuje pravé prstencové
okoli P (z0) bodu o € R* takové, Ze pro kaZdé x € P T (xg) plati f(z) > 0 (resp. f(z) <0).
Necht lim, Dot f(z) = 0. Pak plati

lim 1 _ oo (resp. —o0)
-zl f(:l:) . .

Analogicky pro levé okoli bodu.
Priklad 114. Spoctéte lim,_,o+ -%5.

Reseni. Dosadme:
lim T - 1 = +00
etz —2  0F ’

Necht xg € R*. Necht je splnéna jedna z podminek
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i. limg_yq, f(z) = limg_y5, g(z) =0,

i1, limg_yq, |g(2)| = +00.

Existuje-li lim,_, 4, %, pak existuje také limg_,;, % a plati
f(z) f'(z)

2 g(@) ~ o g(a)

Priklad 115. Spoctéte lim,_,q S22,

T

Resend. Resime "Hospitalovym pravidlem. Plati

. sinx . cosz
lim = lim =1
z—0 X z—0

Pi#iklad 116. Spoctéte limz_ﬂ( 1 L)

Inz z—1

Reseni. Pievedeme na spoleény jmenovatel a pouzijeme I’Hospitalovo pravidlo.

Priklad 117. Spoctéte lim, .o (\/w2 +z—-1—Vz2—z+ 1).

Reseni. Rozsi¥ime vz2 +xz —1+vVz2 —z + 1.
P¥iklad 118. Spoctéte lim,_,5+ 257,

Regeni. Plati

lim z5°% = lim esma:lna: — ehm

z—0t z—0t

s—o+ Sinzlnz

Priklad 119. Spoctéte lim,_,o+ zln z.

Reseni. Pfevedeme do jmenovatele:

. . Inzx
lim zlnz = lim -
z—0t z—0+ E
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Kapitola 26

Derivace funkce

Definice 270. Necht a € R a f je funkce. JestliZe existuje limita

o f@th) — f(a)

h—0 h ’

pak tuto limitu nazyvdme derivaci funkce f v bodé& a a znalime ji f'(a). Obdobné
definujeme derivaci zprava a derivaci zleva funkce f v bodé a predpisy
fla+h) — f(a) fla+h)— f(a)

! — 1. / — 1.
) =07 ¢ PO T

Derivaci zleva a derivaci zprava souhrnné nazyvame jednostrannymi derivacemi.

Poznamka 77. Derivaci 1ze obdobné zavést jako limitu

i £@) = 1@

T—ra Tr—a

Poznamka 78. Pti pocitani derivace funkce f v bodé a € R mohou nastat tyto pripady:

neexistuje,

derivace v bodé a vlastni, tj. je rovna redlnému cislu,

existuje a je
nevlastni, tj. je rovna + oo nebo — oo.

Poznamka 79. Hodnoda derivace v daném bodé je smérnice te¢ny funkce v tomto bodé.

Jestlize existuje derivace funkce f v bodé a (vlastni & nevlastni), pak je uréena
jednoznacne.

Definice 271. Necht existuje vlastni derivace funkce f(z) pro vSechna x € M, M C D(f).
Pak funkci f/(z), kterd kazdému bodu z € M pfifadi derivaci funkce f v tomto bods,
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Derivace funkce

nazyvame derivaci funkce f na mnoZiné M.
Ma-li funkce f v bodé a vlastni derivaci, je v tomto bodé spojitd.

Poznamka 80. Méa-li funkce f : M — R na mnoZiné M C R vlastni derivaci v kazdém bodé
x € M, pak zobrazeni f' : M — R, které pfifadi bodu z € M hodnotu f’(z), je redlnou
funkci definovanou na mnoziné M.
Poznamka 81 (Derivace zdkladnich funkeci). Plati:

i. (¢)) =0,c€eR,

.

vi. tg.’E)I m,.’BER {2 +k7T kEZ}
vii. (cotgz) = ——b—,z € R— {km,k € Z}
viii. (Inz) =1,z eRT,

. . / 1

: = ,z € (—1,1),
iz. (arcsinz) T z € ( )
z. (arccosz) = ——=—, 2 € (—1,1),

1—x2

zi. (arctgz) = x2+1,33 €R,

x2—+1,x eR,

(

xii. (arccotgz) =
(@) =a*lna,a > 0,a # 1,z € R,
(

ziv. (log,z)' = —L-,a>0,a # 1,z € RT.

Priklad 120. Spoctéte derivaci funkce f(x) = .
Resend. Je f'(z) = 1.

Necht existuji derivace
funkci f a g v bodé a € R. Pak také funkce f + g, fg,f/g a cf, kde c € R, maji v bodé a
derivaci a plati:

i. (f+g)(a)=f"(a)*g(a),
it. (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
( 5 ) (a) = f’(a)g(z)z—(é‘)(a)g’(a)

w. (cf)(a) = cf'(a).

pro g(a) # 0
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Derivace funkce

Priklad 121. Spoctéte derivaci funkce f(z) = ze®.
Resend. Je f'(z) = 1€ + ze® = %(z + 1).

Necht funkce f : x = f(y) je spojitd a ryze monoténni
na intervalu I. Necht yo je vnitini bod intervalu I a necht md f v yo derivaci f'(yo). Pak
inverzni funkce f=1 :y = f~1(z) md v bodé xo = f(yo) derivaci a plati

, m’ je'li fl(yO) 7& 07
(f_l) (ro) = {400 je-li f'(yo) =0 a funkce f je na I rostouct,
—oo  je-li f'(yo) =0 a funkce f je na I klesajict.

Necht f,g jsou funkce. Necht existuje derivace funkce
g v bodé a a derivace funkce f v bodé b = g(a). Pak i sloZend funkce F = f o g md derivaci
v bod€ a a plati

F'(a)=(fog)'(a) = f(b)-9'(a) = f'(9(a)) - g'(a).
Piiklad 122. Spoctéte derivaci funkce f(z) = (3 + 22% + = — 1)8.

Resend. Zavedeme substituci 23 4222 +x — 1 = u. Pak f'(z) = 8u"’. Déle v/ = 322 — 4z +1.
Je tedy f'(z) =8 (28 +2z% +z — 1) (3z% — 4z + 1).

Poznamka 82. Funkce tvaru f (w)g("’) derivujeme jako slozenou funkei 9@ f(@) protoze
f(2)9®) = e9(@) 0 f(@) 5 funkce e”,r € R je prosté a spojita.

Priklad 123. Spoctéte derivaci funkce f(z) = z*.
-« /
Resend. Plati f(x) = e, takze f'(x) = (e’“nx) =e®nZ(zlng) = 2” (ln:r +x- %) .

Definice 272. Necht n € N. Potom n-tou derivaci funkce f rozumime funkci, kterou

£ — (f(n—l))’,

ozna¢ujeme (™ a definujeme

pfitemz f© = f.
Definice 273. Pfimka t o rovnici
y — f(zo) = f'(z0)(z — zo)

se nazyva teéna ke grafu funkce f v dotykovém bodé T = (zo, f(zo)). Pfimka n, ktera
prochézi bodem T a je kolma k pfimce £, se nazyva normala ke grafu funkce f v bodé T.

Md-li teéna grafu funkce t v dotykovém bodé T = (zo, f(x0)) rovnici
y — o = f'(z0)(z — z0), kde yo = f(z0),
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Derivace funkce

pak normdla n md rovnici

1
—yo=—>——(—=x okud f'(z 0.
Y— % f’(fco)( 0); P f'(zo) #
Poznamka 83. Funkci lze vyjadfit bud jako y = f(x) (explicitné — tedy vzdy méme pfimo
vyjédfeno y), nebo ve tvaru f(z,y) = 0 (implicitné — z této rovnice obecné nelze vyjadiit
y). Napiiklad 22 + y2 — r? = 0 je implicitni vyjadfeni kruznice, zatimco y = +v/r2 — 22 je
explicitni vyjadfeni.

Necht mame funkci danou implicitné rovnici
F(z,y) =0. Pak

OF(z,y) | OF(z,y) .

/ —

Poznamka 84. Véta 178 je slozita. Lze ji shrnout asi takhle:

Funkci zderivujeme podle z (y povazujeme za konstantu) tak, jak jsme zvykli. Pak funkci
zderivujeme jesté podle y a predtim, nez to pri¢teme k tomu, co jsme predtim derivovali
podle z, to vynisobime y/'.

To funguje, protoze se vlastné divdme na y jako na funkci z (y = f(z)), takZe derivace

y=f'(z)- (f(2)) (napt. (y*)' = 2uy).
P¥iklad 124. Spoctéte derivaci funkce rovnice kruznice x% + y? = 1.
Resend. Derivujeme funkci danou implicitné: f(z,y) : 2z + 2yy’ = 0.

Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a,b)
a plati f(a) - f(b) < 0. Pak existuje alespori jedno ¢islo zo € (a,b) takové, Ze f(xo) = 0.

2

Piiklad 125. Urcete znaménka funkce f(zx) = 1=2.

T

Necht funkce f md ndsledujici vlastnosti:
i. je spojitd na uzavreném ohraniceném intervalu (a,b),
1. md derivaci na otevieném intervalu (a,b),
iii. plati f(a) = f(b).

Pak existuje alespor jedno &islo xg € (a,b) takové, Ze f'(xo) = 0.

Necht funkce f md ndsledujici vlastnosti:
i. je spojitd na uzavieném ohraniceném intervalu {(a,b),

it. md derivaci na otevieném intervalu (a,b).
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Derivace funkce

Pak ezistuje alespori jedno éislo xg € (a,b) takové, Ze

’ f(®) — f(a)
xTg) = ———=.
f'(zo) —
Necht funkce f a g maji ndsledujici vlastnosti:
i. jsou spojité na uzavieném ohraniceném intervalu (a,b),
i1. maji derivaci na otevieném intervalu (a,b), pricemz ¢'(z) # 0 na (a,b).

Pak ezistuje alespori jedno ¢islo xo € (a,b) takové, Ze

f'(z0) _ f(b) - f(a)
¢(z0) ~ 9(6)—g(a)’
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Kapitola 27

Prubéh funkce

Poznamka 85. Musime umét nakreslit graf a popsat zakladni vlastnosti linearni a kvadra-
tické funkce, nepfimé timeérnosti, linearni lomené, mocninné, exponencialni, logaritmické,
goniometrické a cyklometrické funkce.

Necht funkce f md na intervalu (a,b),a,b € R* derivaci. Je-li pro viechna x

z intervalu (a,b):

i. f'(z) > 0, pak je f rostouct,

it. f'(z) >0, pak je f neklesajict,
ii. f'(z) <0, pak je f klesajict,

w. f'(xz) <0, pak je f nerostouct,

v. f'(z) =0, pak je f konstantni
na intervalu (a,b).

ot
4—g2°

Priklad 126. Urcete monotdénnost a lokdlni extrémy funkce f(x) =

Resend. Uréime, kdy je derivace kladn4 (tam funkce roste), resp. zdporna (tam funkce kless),
resp. nulova (tam je staciondrni bod).

Definice 274. Funkce f mé v bodé zy lokdlni minimum (resp. maximum), jestlize
existuje okoli 0 (xp) takové, ze Vz € 0 (zp) :

f(@) = f(zo0), resp. f(z) < f(wo).

Lokalni minimum (resp. maximum) je ostré, jestlize

f(@) > f(o), resp. f(z) < f(o)-
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Definice 275. Bod g € D(f) takovy, Ze f'(x¢) = 0 je stacionarni bod.
Necht f md v bodé g lokdlni extrém. Pak bud f'(x¢) = 0, nebo f'(xo) neexistuje.

Definice 276. Funkce f je konvexni (resp. konkavni) v bodé z¢ € D(f), jestlize existuje
okoli G (zo) takové, Ze pro vSechna z € 0 (x¢) plati

f(z) > g(x), resp. f(z) < g(z),

kde g(x) jsou funkéni hodnoty na teéné v bodé (xo, f(zo))-
Funkce je konvexni (resp. konkdvni) na intervalu, jestlize je konvexni (resp. konkévni)

v kazdém jeho bodé.

Definice 277. Funkce f ma v bodé zy inflexi, jestlize existuje f'(zo) € R a f je v n&jakém
levém okoli bodu z¢ konvexni a v néjakém pravém okoli tohoto bodu konkédvni, resp. naopak.
Ma4-li funkce f v bodé z( inflexi, pak bod (xg, f(z¢)) nazyvime inflexnim bodem funkce

f.
Necht md funkce f v intervalu (a,b) druhou derivaci. Je-li
i. f"(z) > 0 pro vSechna = € (a,b), pak je f konvezni na (a,b).
it. f"(x) <0 pro vsechna x € (a,b), pak je f konkdvni na (a,b).
iti. f"(z) =0 v néjakém bodé o € (a,b) a ddle je f" kladnd v néjakém levém okoli bodu xo

a zdpornd v néjakém pravém okoli bodu xg, resp. naopak, pak md f v xqg inflexi.

Definice 278. Pfimka x = zy, 29 € R se nazyva asymptota bez smérnice grafu funkce
f, jestlize alespon jedna jednostranng limita funkce f v bodé x( je nevlastni, tj.

lim+ f(z) = £oo, lim f(z)= %oo0.

.’1!—).’130 :13—)130

Definice 279. Piimka y = ax + b, a,b € R se nazyva asymptota se smérnici grafu funkce
f v +0o0o (resp. —00), jestlize

mll)ngo(f(z) —(az+b)) =0, resp. wll}r_noo(f(z) —(ax+b)) =0.

Primka y = ax + b je asymptota se smernici v oo prdvé tehdy, kdyz

lim m=a,a€R, lim (f(x) —azx) =b,b€R.

rz—+oo g z—+o00

z2—22
z—1 °

Priklad 127. Najdéte asymptoty grafu funkce y =

-124 -



Prubéh funkce

Reseni. Asymptoty bez smérnice: fesfme levé a pravé limity v bodech nespojitosti. Asymptoty
se smérnici: hleddme pfimku y = ax + b, kde a = lim,_,4 @ ab=1lim,; ,1(f(z) — azx).

Poznamka 86. Pfi uréovani prubéhu funkce musime:

i. vySetfit D(f), body nespojitosti, nulové body, znaménka funkce, popf. sudost / lichost,
periodi¢nost,

1t. urcit intervaly monotonie, lokalni extrémy,
i4i. uréit intervaly konvexnosti / konkdvnosti, inflexni body,
tv. urcit asymptoty bez smérnice a se smérnici a

v. nacrtnout graf funkce.

Priklad 128. Vysetrete prubéh funkce y = Ei:;gz
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Kapitola 28

Neurdity integral

Definice 280. Necht f(z) je definovdna na intervalu I. Funkce F'(z) se nazyvad primitivni
k funkci f(z) na I, jestlize plati F'(z) = f(z) pro kazdé z € I. MnoZina vSech primitivnich
funkei k funkci f(z) na I se nazyvé neurdity integral z funkce f(z) a znadi se [ f(z) dz.
Tedy

/f(:v) dx = {F(z) : F(x) je primitivni k f(z) na I}.

Je-li F(x) primitivnd funkce k f(z) na intervalu I, je taky F(x) + ¢ primitivni
funkce k f(z) na I. Md-li funkce f(x) aspon jednu primitivni funkci, md jich nekonecné
mmnoho.

Je-li funkce f spojitd na intervalu I, pak na tomto intervalu existuje primitivni
funkce k funkci f.

Necht na intervalu I existuji integrdly [ f(z)dz

a [ g(x)dz. Pak na I existuji také integrdly [(f(z) £ g(z))dz a [af(z),a € R, pricemz
plati:

[¢@2g@)do= [ f@)ds [ g(a)da,
/af(a:) dx = a/f(x) dzx.
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Poznamka 87 (Tabulkové integraly).

wn—i—l
/x”dm= +c,n#—1

n+1
1 1
—dzr=Inl|z|+c de=In|z+a|+c
x T+ a
1
/e””d:cze””-l—c /e““’dwzae‘”+c
T 1 bx
/axdxza—+c,a>0 /abxdmz—-a—+c,a>0
Ina b Ina
. . 1
/s1n:vdx=—cosac+c /s1namdm=——cosa:c+c
a
. 1 .
/cosa:daczsma:-l—c /cosaxdmz—smax—l—c
a
1 1 1
/ s—dr=tgr+c / 5 dr=—tgaz+c
cos? ¢ cos? ax a
1 1 1
s dr = —cotgz + ¢ s a4z dx = ’ cotgax + ¢

. 1 .
dr = arcsinx + ¢ = —arcsinaxr + ¢
a

1 / 1
R ——dx
/\/1—:22 V1 — a?2?

1 do — 1 d 1
211 T = arctgx + ¢ m a:—aarctgaa:+c

Piiklad 129. Reste integrdl [z dz.
Resend. Je [zdz =2 +c.

Necht funkce u(z) a v(z) maji derivaci na
intervalu I. Pak plati

/u(m)v’(a:) dz = u(z)v(z) — /u’(w)v(w) dz,
pokud alesponi jeden z integrdli existuje.
Piiklad 130. Reste [ zsinzdz.

Reseni. ReSme per partes:

/
. uU==x u =1
/wsmmdm= . =a:(—cosx)—/1-(—cos:v)dm
Vv =s8InTr v=—COSZX
=—:Ecos:c—i—/cos:vdx:—mcosm+sinw+c
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Neurcity integral
Piiklad 131. Reste [(z? + 1)e % dx.
Reseni. ReSme per partes:

/(a:2+1)e_zd:c= o — o

= (272 +1)(—e*)— /21‘(—6_“) dr=...

u=z2+1 o =2z

T —T

V= —e

Poznamka 88 (Substituc¢ni metoda). Ozna¢me si substituci ¢(z) = u. Tuto rovnost
diferencujeme.
p(z)

[ fe@e@an=| 20"

_ / F(u) du.

Piiklad 132. Reste [ 102" 4g

Reseni. Metodou substituéni:

4 —
/(l—l-ln:c) d — 11—|—ln:c—u=/u4du
x 2 dx =du
u (1+Inz)5
SF T 5 Tt

P¥iklad 133. Reste [eV?dz.
Resend. Substituci /= = t.
P¥iklad 134. Reste v/1 — 22 dx.

Reseni. Substituci x = sint.

Poznamka 89 (Integrily typu %) Plati

flz)=t

f'(z)
W= o2) do = dt

f(z)

dt
=/?=ln|t|+c=1n|f(a:)|+c.

Piiklad 135. Reste [tgzdx.

Regeni. Plati

/tgwdm=/smw dx
coszT

Resime substituci cosx = ¢.

Integrace racionalné lomenych funkci
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Poznamka 90. Kazdou racionalni lomenou funkci E g lze vyjadrit ve tvaru

P(z)
=S(z)+ Ri(x) +--- + Rp(x),
kde S(z) je polynom a Ri(x),...,Rn(z) jsou parcidlni zlomky. Na libovolném intervalu,

ktery neobsahuje kofeny Q(z), jsou tyto funkce spojité, takze k nim existuje primitivni

ggg dar::/S(ac)dac+/1:51(flﬁ)d9”+"'WL/R"(C'J)dac

Poznémka 91 (Integrace parcidlnich zlomkiu s redlnymi kofeny ve jmenovateli). Parcilni

funkce a plati

zlomky = )k integrujeme nésledovné:

i. je-li k =1, pak trividlné

r—uo

/ A de = Aln|z — o] +c.

1. je-li k > 2, pouzijeme substituci:

A e fast L
(z — a)k dx = dt th
N t—k+1 A A
IR T G G v Sl G o 1 B

Piiklad 136. Reste [ 32116 da.
Reseni. Rozkladem na parcialni zlomky. Vede na In.

Poznamka 92 (Integrace parcidlnich zlomkt s komplexnimi kofeny ve jmenovateli). Parci-

alni zlomky 4 ZtN

@tprta) integrujeme nasledovné:

1. je-li p =0, pak g > 0, polozime q = a?,a > 0. Je tedy

Mz + N
(2 +a?)™

Mx+ N
——dx =M N
| wrap e | aiap st | ooy az)n
I.

I. Zlomky tvaru

Pak

m integrujeme nasledovneé:
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i. je-lin =1, pak

/ T i 1/ 2z d 2+a=t
— dx = — — dx =
z2 + a? 2 ) 22+ a?

2zdxr = dt

1 [dt 1 1 9 9
—5 T—ﬁln‘t‘+c—§ln(x +a/)+C.
ii. je-li n > 2, pak
2 2 _
T v ta Y 1 du
ﬁd:cz 2rdr=du|l= | — - —
(2 +a2) 1 un 2
zdr = 5du
1 [ _, 1 1 1
= — d = — . = .
2/“ Sy Tl T o) w1
1 1
= +c

2(1—n) (22+a2)n1 "7

II. Oznaéme

Jn(z,a) =/(;dm.

.’L'2 + a2)n

Pak

1 1 1 1 T 1 T
Jl(m):/mdx:;/wdx:; -arctga+c:a-arctgg+c.

Q| =

Ja uréime rekurentné tak, Ze vyjadiime metodou per partes J; (u = J1, v’ =1), Js
tak, Ze vyjadiime metodou per partes Ja, ...

2. je-li p # 0, upravime zlomek tak, aby v Citateli byla derivace jmenovatele, t;j.

Mx+ N 2z +p 1

=r +s .
(@ +pz+q" (B +pr+q" (B +pr+q)”

Bude tedy

Mx+ N 2 +p 1
(22 + px + q)" (22 + pz + q)" (22 + px + q)"

I. II.

~

I. Integrél [ ﬁ)ﬁ:ﬁm dzx spocitame obdobné jako prvni integral v 1.
i. pron =1 je

233+p 2
———dr=In(z*+px+4q) +c
/w2+pm+q ( pe+a)
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ii. pro n > 2 pouzijeme substituci
2 +pr+qg=u _/d_u
2z +p)de =du| | um

2z +p dp —
2 n T =
(z% + px + q)
1 1 1 1

T = 1-n (224 pz+g)n?

+c.

II. Integral [ m dx prevedeme substituci na vypocet integralu J,.

z+l=u
dr = du

1 1
/ (22 + pz + q)" e :/ [(gH_g)Z_,_az]" do =
= /—(u2 —:az)" du = J,(u,a).

Piiklad 137. Redte [ 25y dz = Ja.

Reseni. Vyjadiime si per partes Jy tak, e derivujeme cely vyraz J; a integrujeme 1. Dosta-
neme rovnici v proménné integral. J; spocitdme snadno (vede na arctg).

P¥iklad 138. Reste i ;%dw.

Resend. Do &itatele dostaneme derivaci jmenovatele. ProtoZe nevychézi konstatni ¢len v &i-
tateli, ,néco si pujéime a vratime“. Zlomek se rozdéli na vice s¢itanci. Posledni z nich
integrujeme tak, Ze ve jmenovateli doplnime na ¢tverec a vhodné vynasobime tak, abychom
dostali néco tvaru z2 + 1.

Integrace goniometrickych funkci

Poznamka 93. Budeme vySetfovat integraly typu
/R(sin z,cos ) dz,

kde R(sinz,cosx) je funkce v proménnych sin z, cos z. Substituci tg § =t lze tento integral
vidy pfevést na integral z raciondlni lomené funkce v proménné t.
Je-li tg 5 = t, pak ze vztahii v pravoihlém trojihelniku dostdvame

LT t T 1
sin - = —— cos — =

2 i+ 2 Vit
Daéle

sinz—Zsinmcosx = 2 cos:c—cost —sin2m = 1-¢
- 2772 141t B 2 2 142
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Pokud tg 5 = t, pak § = arctgt, a tedy

2

de = ———
v 241

dt.
s S pd d
Priklad 139. Reste m

Reseni. Resime substituci tg 5 = t. Ostatni funkce popi. odvodime ze vztaht v pravoihlém
trojuhelniku.

Je-li funkce R(sinz,cosx) lichd vzhledem k proménné sin x, pouzZivime substituci

cosx =t.

Je-li funkce R(sinz,cosx) lichd vzhledem k proménné cos x, pouZivime substituci

sinz =t.

Je-li funkce R(sinz,cosz) sudd vzhledem k obéma proménnym, pouZivdme

substituci tgx = t.

Piiklad 140. Reste [ 25082-sinz go,

cosz—2sinz

Reseni. Resime substituci tgaz =t = z = arctgt. Ostatni funkce popf. odvodime ze
vztahl v pravoihlém trojihelniku.

Poznamka 94. Integraly [ sin?zdz, [ cos? z dz nefesime substituc tgz = ¢, nybrz ze

vzorce pro poloviéni argument:

/sin%cdx:/wdx:lx—lsin2x+c,

2 2 4
1 2 1 1
/cosdewz/Wd:c=§m+zsin2w+c.

Piiklad 141. Reste [ cos® z dz.

Resent. Vyjadrime si ze vzorce pro dvojnasobny argument.

Integrace nékterych iracionalnich funkci

Integrdly tvaru
/R(w, v/z)dz, kde s € N,s>2

resime substituci x = t°.
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Integrdly tvaru
/S(m, Vz,..., %¥/z)dz, kde k € N,s; > 2
resime substituci x = t°, kde s je nejmensi spolecny ndsobek si,. .., sg.
Integrdly tvaru
/R vax +b)dz, kdeseN,s>2,a,b€ R
resime substituci t* = ax + b.

Integrdly tvaru

/R(:L', Y aa:+b> dx, kde s € N,s > 2,a,b,c,d € R,ad — bc # 0
cxr+d

azx+b
cz+d*

resime substituci t° =

Integrily tvaru

/R(a:, Vaz? +bx +c)dz, kdea,b,ceR,a#0
resime substitucems

Vaz? + bz +c=1/|a| - t(z — @) je-li D >0,
Var?2+bx+c==xy/la| -z Lt je-li D < 0,a >0,
Vaz? +br+c=xxt++/c je-li c > 0.

Pokud b = 0, Tesime integrdly
/R(m, VE2 — 22) dz substituci © = ksint,
/R(a:, V22 + k2) da substituci ¢ = ktgt,
/R(:c, Va2 — k2) dz substituci T = i

sint

Piiklad 142. Reste [ Va2 — 22 dz.

Piiklad 143. Reste [ \/2_+2
xr X

Resent. Resime substituci z = v/2tgt.
Priklad 144. Reste [ 1v/z2 —1dz,z € (1,00).
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Reseni. ReSime substituci z = mlﬁ

Poznamka 95. Prehled vSech zdkladnich tabulkovych integrald a substituci, které musime
umét, je k nalezeni v priloze B.
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Kapitola 29

Urcity integral

Poznamka 96. Supremum a infimum mnoZiny jsme jiz zavedli v definici 258.

Definice 281. Délenim D uzavieného intervalu (a, b) rozumime kaZdou kone¢nou mnoZinu

Cisel xo,...,x, € R takovych, Ze a = z9 < 71 < --- < ,, = b. Intervaly (zo,z1), (z1,z2),
.+, {Tn-1,%,) nazyvame délici intervaly, které oznalime D = {zo,z1,...,Zn}. Body
Zo, ..., 2, nazyvame délici body déleni D. Cislo max (z; — x;_1),i = 1,...,n nazjvime

normou déleni D a oznacujeme v(D). Mnozinu vSech déleni na intervalu (a, b) oznaéme

%(a,b).

f P
0 g= o T T, b= i‘:f

Obrazek 20 — Déleni D = {zg, z1, %2, 23}

Definice 282. Necht Dy, Dy € 9 (a,b). Rekneme, Ze déleni D, je zjemné&nim déleni D,
jestlize Dy C Ds.

Definice 283. Necht f(x) je omezend na (a,b),D € %(a,b), D = {xo,...,z,}. Pak mno-
zina {f(x),z € (z;—1,;)} je pro vSechna ¢ € {1,...,n} neprdzdnd a omezend a tedy ma

supremum a infimum. OznaCme

m; = inf {f(z),x € (x;—1,%i)} pro D = {zo,...,zn},
M; =sup{f(z),z € (zi—1,z:)} pro D ={zo,...,2Zn}.

Cislo S(D, f) = 3% 1 M; - (z; — x;_1) (vesp. s(D, f) = %1 m; - (x; — z;—1)) je horni (resp.
dolni) soucet funkce f(z) pfislusny déleni D.
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otil P b' 5

Obréazek 21 — Horni (vlevo) a dolni (vpravo) soucty funkece f(z)

Poznamka 97. Plati s(D, f) < S(D, f).

Necht f(x) je omezend na intervalu (a,b). Pak {s(D, f); D € %(a,b)} je shora
omezend a mnozina {S(D, f); D € 9(a,b)} je zdola omezend.

Poznamka 98. MnoZina dolnich sou¢tii méa supremum a mnoZina hornich souc¢td méa
infimum.

Definice 284. Necht f(z) je omezena na intervalu (a,b) . Ozna¢me
b
| #@)do=sup (s, £):D € D(a,)},
b
/ f(@)dz = inf {S(D, f); D € (a, b)}.

Cislo f; f(z) dz (resp. fak f(z) dz) nazyvame dolni (resp. horni) integral funkce f(z) od
adob.

Necht f(z) je omezend na intervalu {(a,b) . Pak

/:f(x) dx < /aéf(w) dx.

Definice 285. Necht f(x) je omezend na intervalu (a,b) . Pak funkce f(z) je na intervalu
(a,b) (Riemmanovsky) integrovatelna (integrace schopna), jestlize

/:f(a:) dzx = /jf(a:) dx.
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Je-li f(z) na intervalu (a,b) integrovateln4, klademe

/:f(w)dxz/jf(m)da:=/abf(w)da:.

Cislo f: f(z) dz nazyvdme Riemanniiv integral funkce f(z) od a do b. Pokud f; f(z)dz <

faé f(z)dz, pak f(z) neni na intervalu (a,b) integrovatelnd a f; f(z) dz nedefinujeme.
Necht f(z) je integrovatelnd na intervalu {(a,b), F(z)

je spojitd na intervalu (a,b). Bud F(x) primitivni funkce k funkci f(x) na intervalu (a,b).
Pak plati:

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a).

Necht f(x) je spojitd na intervalu (a,b). Pak f(x) je na intervalu {(a,b) integro-
vatelnd.

Piiklad 145. Vypoctéte integrdl [,* cosz dz.

Reseni. Plati

jus

I ST S
coszdx = [sinz|} =sin—- —sin0= —-.
0 4 2

Necht f(z), fi(z),. .., fn(x), g(x) jsou integrovatelné funkce na intervalu (a,b)
acci,...,c € R. Pak

i. funkce f(z) + g(x) je integrovatelnd na int. (a,b) a plati
b b b
[ f@+g@) da= [ f@da+ [ gla)da,
a a a
. funkce c- f(x) je integrovatelnd na int. (a,b) a plati
b b
/ c-f(x)dm:c/ f(z) dz,
a a
i9i. funkce ci - fi(x) + -+ + cn - fu(x) je integrovatelnd na int. {a,b) a plati
b b b
/ lc1- fi(z)+ - +cn- fulz)] do = cl/ filz)dz+---+ cn/ fn(z)dz.
a a a

Necht f(x) je integrovatelnd a nezdpornd na intervalu (a,b). Pak

/abf(x)d:czo.
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Necht funkce f(x),g(x) jsou integrovatelné na intervalu {(a,b). Necht pro kaZdé

€ {(a,b) : f(z) < g(x). Pak
b b
/ f(z)dz < / 9(x) dz.

Necht a < b < ¢ jsou redind ¢isla a f(x) je integrovatelnd na intervalech (a,b),
(b,c). Pak

/acf(a:)da: _ /abf(a:)da:—}-/bcf(x)da:.

Definice 286. Funkce f(x) se nazyvi po ¢astech spojitd na intervalu (a, b), jestlize je na

intervalu (a, b) spojitd s vyjimkou koneéného poétu bodi ci,...,cpja <c1 <--- < cp <b.
Necht funkce f(x) je po édstech spojitd na intervalu {(a,b), jako v definici 286.
Pak

/abf(a:)dmz/:1f(a:)da:+/01c2f(a:)dx+..._,_/ij(x)dm‘

Definice 287. Je-li f(z) definovdna v ¢isle a € R, klademe

/aaf(w)daczo.

Je-li f(x) integrovatelnd na intervalu (a, b), definujeme

/baf(w)dacz —/abf(m)dx.

Necht o(t), ¢ : (a,8) — (a,b) md na
intervalu (o, B) spojitou derivaci ¢'(t) a necht f(z) je spojitd na intervalu (a,b). Oznacéme
o(a) = a,p(B) =b. Pak plati

b B
/a f(z) dz = / Fle(®)] - @'(t) dt.

Poznamka 99. Ve vété 208 vyuzivame tzv. transformace mezi.
P¥iklad 146. Vypoctéte integrdl f12 (1_:7) dz.

Res$eni. Musime provést transformaci mezi:
2 5
1 1
1 (1+2?) 2/)s ¢

_175 _1 1
_1lt_j _1(5_5_2_§>__L+L
2130, 2\-% -3/ V5 V2
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Necht funkce u(z) a v(x) maji na

intervalu {a,b) spojité derivace u'(x) a v'(z). Pak plati

b b
/ o (z)v(z) dz = [u(m)v(m)]z — / u(z)v' () dz.

Priiklad 147. Vypoctéte integrdl f05 zcos 5 dzx.

Regeni. Plati

= [w-2sin£]2 —/22sin£dazzz-ﬁ—0—[—élcosz]2
2]9 0 2 2 2 2

(=]

Poznamka 100. Je-li f(z) spojitd a nezdpornd na intervalu (a,b), je | f f(z) dz obsah
plochy omezené osou z, pfimkami x = a,z = b a grafem funkce y = f(z). Plati tedy

S=/abf(x)da:.

Priklad 148. Vypoctéte obsah plochy M = {[z,y];y > z2,y < 2z}.

Resent. Nejprve uréime priseéiky funkef 22 a 2z: z; = 0,29 = 2. Plochu spoéitame jako

2 2
/ 2xdr — / z2 dz.
0 0

Priklad 149. Vypoctéte obsah kruhu o poloméru r.
Resend. Potitéme 2 [* v/r? — 22 dz.

Poznamka 101. Necht je f(z) spojitd a nezdporné na intervalu (a,b) a je ddna mnozina
bodi M = {[z,y];z € (a,b) ,y € (y, f(z))} . Necht M rotuje kolem osy z. Dostaneme rota¢ni
téleso, jehoz objem je

b
V= 71'/ [f(2)]? da.

Priklad 150. Vypoctéte objem koule o poloméru r.
Reseni. Poéitame m [* (V7?2 —z?)?dz =7 [7 (r? — 2?) d=.

Poznamka 102. Necht je f(x) funkce se spojitou derivaci na intervalu (a, b). Délka grafu
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funkce f(z) je

:/ab\/1+(f’(x))2dac.

Priklad 151. Spoctéte délku kruznice o poloméru r.

2
Regeni. Poditame 2 fTT \/1 + ( — dz.
- r2_g2

Poznamka 103. Necht f(z) je funkce se spojitou derivaci na intervalu (a,b) . Pak plast
rota¢niho kuZele, ktery vznikne rotaci grafu f(z) kolem osy z, mé povrch

—27r/ f(z + (f'(z) )2da:

Priklad 152. Urcete povrch koule o poloméru r.

2
P = —z2.4/1 .
Reseni. Poéitdme S =2r [" Vr? —x \/ + m) dz
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Kuzelosecky

Definice 288. Necht je v Ey déna afinni soustava soufadnic (P, eq,ez). Necht
a11332 + 2a122y + (122@/2 + 2a13x + 2023y + as3 =0, (5)

2 2 2 ve ~ o TR . .
kde a;; € R,ay; + a3, + a33 # 0. Pak mnozinu vSech bodu [z,y] € Ea, jejichz soufadnice
vyhovuji rovnici 5, nazyvame kuZeloseckou. Rovnici 5 nazyvime rovnici kuZelosecky.

Definice 289. Necht k je kuZelosecka s rovnici 5. Pak matici

a1 a2 a3
A= a2 ax as

a13 a23 ass

nazyvame matici kuZelosecky k.
Piiklad 153. Napiste matici kuZelosecky x° — 2xy + 3y +1 = 0.

Resend. 7 definice je

= N O

Poznamka 104. Rovnici kuZeloseéky lze zapsat pomoci jeji matice A jako

(z y 1)-4- =0.

_= < 8

Definice 290. Necht k o rovnici 5 je kuzelosecka. Kazdou kuZzelosecku 1ze vhodnou trans-
formaci soustavy soufadnic prevést na jednu z nasledujicich tvart, které nazyvame kano-
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nickymi rovnicemi kuZelosecky.

i. 2—2 + z—z =1 (elipsa, a, b jsou jeji poloosy),

i. ﬁ—z + ‘z—j = —1 (imagindrni elipsa),
1i1. ﬁ—; — z—j =1 (hyperbola, a, b jsou jeji poloosy),
iv. y? = 2pz,p > 0 (parabola, p je jeji parametr),
v. y? = k?z2,k > 0 (dvé riznobdzky),
vi. y?> = —k?z% k > 0 (bod),
vii. y? =% r > 0 (dvé riizné rovnobézky),
viii. y?> = —r?,r > 0 (prdzdnd mnozina),
iz. y?> =0 (dvojna pfimka).

Piiklad 154. Je ddna kuZelosecka 4x2 + 9y? — 16z + 54y + 61 = 0. Urcete, jestli je to elipsa.
Resend. Doplnénim na étverec pro & a pro y.

Definice 291. KuZelosecka je singularni, jestlize determinant jeji matice je nulovy. V opac-
ném pripadé je regularni.

Definice 292. Vyhovuje-li rovnici kuzelosecky alespon jeden bod, je to kuzelosecka bodové
realna. V opacném piipadé je formalné realna.

Definice 293. Elipsa, jejiz poloosy maji stejnou velikost, se nazyva kruZnice.
Definice 294. Primka, podle niZ je kuZeloseCka soumérnd, se nazyva jeji osou.

Definice 295. Elipsa je mnozina vSech bodua v roviné, které maji od dvou ruznych bodu
v roviné, které se nazyvaji ohniska, konstantni soucet vzdalenosti.

Priklad 155. Urcete stredovou rovnici elipsy 5z2 + 3y? + 20z — 24y + 38 = 0.
Resend. Doplnénim na &tverec.

Definice 296. Hyperbola je mnoZina vsech bodu v roviné, které maji od dvou ruznych
bodi v roviné, které se nazyvaji ohniska, konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti.

Piiklad 156. Je ddna hyperbola k : 922 — 16y? — 36z + 32y — 124 = 0. Najdéte jeji stiedovou
rovnici, stred, poloosy, ohniska, vrcholy, rovnice asymptot a hyperbolu nacrtnéte.

Resend. Doplnime na, étverec a vydélime, abychom na pravé strané rovnice méli jednicku.
Zbytek z vlastnosti hyperboly.
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Definice 297. Parabola je mnozina vSech bodu v roviné, které maji od pevného bodu,
ktery se nazyva ohnisko a pevné piimky, kterd se nazyva Fidici primka, na niz tento bod
nelezi, stejnou vzdalenost.

P¥iklad 157. Urcete vrchol, ohnisko, parametr a 7idici primku paraboly k : y>—7z—6y—19 =
0.

Reseni. Doplnénim na Ctverec.

Poznamka 105. Pro prehled s rovnicemi, obrazky a popisem vsech prvku téchto kuzelosecek

viz prilohu C.

Definice 298. Pfimka, kterd mé s regularni kuzeloseckou spoleény pravé jeden bod T
a neobsahuje Zadny bod vnitini oblasti kuZelosecky, se nazyva jeji te¢nou a bod T jejim
bodem dotyku.

Definice 299. Pfimka, kterd m4 s reguldrni kuzeloseckou spoleéné pravé dva body T',T", se
nazyva jeji seénou a usecka TT" tétivou.

Necht 5 je obecnd rovnice kuZelosecky a necht tecna t této kuZelosecky se ji dotgkd
v bodé T'|x,,yr]. Pak tecna t md rovnici

(@112 + a12yr + a13) + (@122, + a22yr + a23)y + @132 + a23yr + ass = 0. (6)

Poznamka 106. Rovnici 6 lze zapsat jako

Ty

(a: Y 1)-A- yr | =0.
1

Necht je ddina kuZelo-
secka a jeji tecna s bodem dotyku T'(z,,yr]. Pak teéna md rovnici

i. kruZnice se stfedem v Sim,n] : (x — m)(z, — m) + (y — n)(yr —n) =12,

ii. elipsa se stredem v S[m,n] : (z_m)a(f’_m) + (y—n)b(er—n) =1,

m—ml(zmr—m) _ (y—n)b(er—n) -1

iii. hyperbola se stredem S[m,n] : ( ,

. parabola s vrcholem V[m,n] : (y — n)(y, — n) = p(x + z, — 2m).

Priklad 158. Napiste rovnice tecen ke kuZelosecce % + y*> — 6x — 4y + 3 = 0 v priseciku
s primkou y = x + 3.

Reseni. Nejprve najdeme priisecik P[p1, p2] (vyfesime soustavu téchto dvou rovnic). Potom
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Kuzelosecky

mé rovnice teéen tvar

1 0 -3 T
(03 1)-fo 1 —2|-|y]|=0
-3 -2 3 1

Definice 300. Smér v roviné uréeny vektorem u(uj,us) # o0 nazveme asymptotickym
smérem kuZeloseCky o rovnici 5, jestlize

a1143 + 2a12u1us + ageu3 = 0.

P¥iklad 159. Urcete asymptotické sméry kuZelosecky x> + 4wy +y> — 7o —7=0.

Reseni. Hleddme smér u(uy,uz2). Po dosazeni do rovnice kuZelosecky (bereme jen ¢leny,
ve kterych je x,y dvakrat) dostdvdme u? + dujus + u% = 0. Zvolime jednu z proménnych
a rovnici vyTesime.

Definice 301. Bod S je stfedem kuZelosecky k pravé tehdy, kdyz VX € k:3X' € k: S je
stfedem X X'.

Bod S[s1, s2] je stred kuZelosecky o rovnici 5 prdvé tehdy, kdyz

a1181 + a1282 + a13 =0,

a1251 + ag2s2 + a3 =0,

Definice 302. Jestlize stfed kuzeloseCky na nf lezi, pak je to singularni bod.
P¥iklad 160. Urcete stred a singuldrni body kuZelosecky x> + y? + 2z = 0.

Resend. Stfed kuzelosecky vyhovuje rovnici

je to singularni bod.

P¥iklad 161. Je ddna kuZelosecka y*> — xy — 5z + Ty + 10 = 0. Urcete:
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Kuzelosecky

a. zda je reguldrni / singuldrni,
b. asymptotické sméry,

c. stredy,

d. singuldrni body a

e. druh kuZelosecky.

Resend. Necht A je matice dané kuZelosecky, A zmensend matice kuzelosecky, u = (ug,u2)”

S = (Sl,SQ,O)T, t= (51,32,0)T.

)

a. Spoctenim determinantu A.
b. Je FeSenim rovnice Au = 0.
c. Je feSenim rovnice As = 0.
d. je feSenim rovnice At = 0.
e. Doplnénim na Ctverec.

Definice 303. Kulova plocha (resp. koule) se stfedem S a polomérem r > 0 je mnoZina
v8ech bodi v prostoru, jejichZ vzdalenost od S je r (resp. mensi nebo rovna r).

Definice 304. Teéna rovina kulové plochy je takova rovina, kterd mé s kulovou plochou
pravé jeden spole¢ny bod.
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Kapitola 31

Nezarazené vykricnikové priklady

31.1 Algebraické vyrazy

Priklad 162. Rozlozte 222 — 3z + 1.
Resent. Doplnénim na &tverec.
Priklad 163. Odstrarnite odmocniny ze jmenovatele:

Regeni. Plati

1
Nz’
1 1 Va_ =
2V 2y Jr 2z’
je-li x > 0.

Priklad 164. Zakreslete na c¢iselné ose
a. raciondlni ¢islo —4/3.

b. iraciondlni &islo /3.

Resend.

a. Z podobnosti trojuhelniku.

b. Z Pythagorovy véty.
Pi¥iklad 165. Upravte vjraz d(z) = (z + 16)(z + 17)(z + 18) — (z + 17)?(x + 19).
Resend. Vyhodnou volbou z + 17 = t dostaneme d(z) = —t(2t + 1) = (—z — 17)(2z + 35).

Pi¥iklad 166. Ve vjrazu V(n + 1) vyclente dang viraz V(n) = n3 + 2n.
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Nezarazené vykri¢nikové priklady
Resend. Plati

Vin+1)=(n+13+2n+1)=n>4+3n2+3n+1+2n+2
=34+ 204302 +3n+3=V(n) +3(n>+n+1).
V(n)
n

Priklad 167. V R zjednoduste
A L |

Vo2 +1

Regend. Plati Va2 = |x|.

P¥iklad 168. Rozlozte x> — 5z + 6.

Regend. Doplnénim na &tverec.

P¥iklad 169. Najdéte nejmensi hodnotu vijrazu x* + 16z — 17.

Resend. Doplnénim na &étverec. Minimum nastane tehdy, kdyz je &tverec nulovy.

31.2 Rovnice a nerovnice, matice

P¥iklad 170. VR este 22 — 52 > 0.

Priklad 171. V R reste
4—2z)(6+z)x <

2—zx -

0.

Priklad 172. V R reste
(z+1)(z —2)? <0
B—z)3(4+x)* —

Piiklad 173. V R feste rovnici |3z — 5| = 2z + 10.

Reseni. Rozdélime na piipady, kdy je vyraz v absolutni hodnoté mensi / v&tsi nez 0 a déle
feSime jako normalné.

Priklad 174. V R reste 2|4 + 3z| < 6z + 11.

Reseni. Rozdélime na piipady, kdy je vyraz v absolutni hodnoté mensi / vétsi nez 0 a déle
feSime jako normalné.

Priklad 175. VR teste |z + 2| + |z — 2| =2z + 2.
Reseni. Rozd8lime na piipady, kdy je vyraz v absolutni hodnoté mensi / vétsi nez 0 a déle

feSime jako normalné.
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Nezarazené vykri¢nikové priklady
Priklad 176. V R 7este |3z — 2| < 5+ |z + 1].
Piiklad 177. VR 7este 2 — 6z + 8 > 0.

Priklad 178. Danou matici prevedte na schodovity tvar a urcete jeji hodnost.

1 2 -3
A=1-3 1 -2
2 3 2

Reseni. K jednotlivym fadkim pFi¢itdme nésobky jinych, aby nam vySel schodovity tvar.
Priklad 179. V R reste:

2x1 + 5x2 — 810 = 8§,

4x1 + 3x9 — 923 =9,

221 4+ 3x2 —5x3 =17,
T1 + 8xy — Txy = 12.

Reseni. Prevedeme na matici

1 8 —-7|12
2 5 =8]8
4 3 -9|9
2 3 5|7

a FeSime Gaussovou elimina¢éni metodou.
Priklad 180. V R reste

T1+x2+23=1,

.’L'1—$3=0.

)

Regeni. Pfevedeme na matici
11 1
1 0 -1

v v/ . . v rd
a FeSime Gaussovou elimina¢éni metodou.

Priklad 181. Vypoctete determinant matice

11 1 1
A 1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20
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Nezarazené vykri¢nikové priklady

Reseni. Od druhého, ttetiho a étvrtého fadku odedteme ten prvni (éimZ se determinant
nezméni) a vyuZijeme Laplacetiv rozvoj podle prvniho sloupce. Je tedy

111 1
01 2 123
det A = =1-12 5 9|=1
0 25 9 3 9 19
0 3 9 19

Priklad 182. V R feste soustavu rovnic

z1+x2+2a3=1,
1+ x2 =0,

1+ 23 = —1.

Reseni. ReSme Cramerovym pravidlem. Soustavu prepisme jako matici
1 11
110
1 01
Plati z; = %, kde A; zna¢i matici, kterou jsme ziskali z matice A nahrazenim i-tého
sloupce za vektor ,pravé strany“ soustavy rovnic.
Priklad 183. V R freste soustavu rovnic s parametrem a € R :
Tr—y=2,

ar +y = 4.

Reseni. Bud Gaussovou eliminaci (od druhého ¥4dku odedteme a-ndsobek prvniho Fadku)
nebo Cramerovym pravidlem (to vSak funguje jen tehdy, kdyz det A # 0, pfipad a = 0 tedy
musime dofesit Gaussovou eliminacf).

Priklad 184. V R 7reste soustavu rovnic s parametrem a € R :

ar, —axz =0,

—a2x2 +x3 =a,

ary +x3 = a’.

Reseni. Bud Gaussovou elimina¢ni metodou nebo Cramerovym pravidlem. Nesmime zapo-
menout rozdélit na pripady, kdy by nékteré vyrazy nemusely byt definovany.

Priklad 185. V Z reste 5x — 13y = 2.
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Nezarazené vykri¢nikové priklady

Resend. 1. zptsob: Uhodnuti jednoho kofene: zg = 3,39 = 1. Pak dal$i feSeni je tvaru
T =x9— gr, Yy =yo + g7, kde r € Z a d znadi nejvétsiho spolecného délitele koeficientt
uczay. Je tedy

-1
x=3——13r=3+13r,

5
y=1—|—ir=1+5r,

kde r € Z.

2. zpusob: Modifikace Euklidova algoritmu: z rovnice osamostatnime tu neznamou, jejiz
koeficient je v absolutni hodnoté mensi.

By+2 10y 3Jy+2 3y+2
= = — :2
T 5 5 vt T3
——
€z
2 -2 2u — 2
EIuEZ:u=3y+ =>3y+2=5u(=>y=5u3 =u+ u2
——
€z
EIweZ:w=g=>v=2w=>2|v.
Nyni zpétné dosazujeme:
u=3(2w)—|—2=6w+2=3w+1
2 2
5u—2 53H —2
] 3 3 w +
135wtl 4 9
:+:13w+3

P¥iklad 186. V R feste rovnici 2z* + 323 — 1622 + 32z + 2 = 0.

Reseni. Reciproka rovnice. Vydélime 2, nebot 0 nenf kofen a zavedeme substituci = + % =t
(ostatni mocniny dopocteme). V rovnici vytkneme opakujici se ¢leny tak, abychom mohli
subsituci pouzit. Nezapomeneme zpétné dosadit.

Priklad 187. Priblizné urcete redlny koven polynomu z3 + x — 3.

Resend. Postupné dosazujeme néjaké hodnoty, dokud nezjistime, Ze mezi néjakymi dvéma
musi graf funkce prochdzet nulou (jedna je zdporné a jedna je kladnd). Takto postupujeme
dal.

Pi#iklad 188. VR feste 1/(5%74) = 125.

Reseni. Pfevedeme na stejny zaklad: 542% = 53 a piesuneme se do rovnosti exponenti:
4 —2x =3.
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Nezarazené vykri¢nikové priklady
Piiklad 189. V R feste rovnici 4* + 2% —6 = 0.
Resend. Pouzijeme substituci 2% = t.
Piiklad 190. V R reste log(4x + 6) = 1 + log(2z — 1).

Resend. Uréime podminky pro argument (argument je vét$i nez 0). Potom tpravou chceme
dostat rovnost dvou logaritmu, abychom se mohli pfesunou do rovnosti argumenti.

Piiklad 191. VR feste rovnici z3121°85¢ = 2552+logs 2
Resend. Upravime a rovnici zlogaritmujeme.

Pi¥iklad 192. V R feste nerovnici 32515 < 3%+2 4 9,
Reseni. Uzijeme vyhodné substituce a = 3*+2.

Priklad 193. V R freste soustavu rovnic

2198V — 4,
zy = 40.
Resend. Druhou rovnici zlogaritmujeme a vyuZijeme substituce a = logz,b = logy.
Priiklad 194. V R feste rovnici sinx = %
Resend. Z nac¢rtku jednotkové kruznice zjistime z; = g t2kmaxzy=m— g+ 2km.
Priklad 195. V R 7este rovnici tgz = —/3.
Reseni. Z naértku zjistime x; = —% +kmaxy = %“ + k.

Priklad 196. V R feste nerovnici sinx > ‘/Ti

31.3 Dtkazy

Priklad 197. Dokaste, Ze je-li n sudé, pak i n? je sudé.

Resend. P¥imym diikazem. Necht n je sudé piirozené &islo, tedy lze jej zapsat ve tvaru
2k, k € N. Pak n?2 = 4k? =2- 21,2l € N, tedy n? je sudé.

Piiklad 198. Dokazte, Ze je-li n? sudé, je i n sudé.
Resend. Nepiimym diikazem. Obména: Je-li n liché, je i n? liché. Obdobné jako v piikladu

197.
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Nezarazené vykri¢nikové priklady

Piiklad 199. Dokazte, %e pro vSechna n € N plati: n je sudé prdvé tehdy, kdyz n® je sudé.
Reseni. Musime dokézat oba sméry implikace zv1ast.
Priklad 200. Dokazte, Ze kazZdym bodem roviny lze vést k dané primce nejvyse jednu kolmici.

Reseni. Sporem. Pfedpokladdme platnost negace a dojdeme ke sporu. Musi tedy platit
pivodni vyrok.

Priklad 201. Dokaste, %e /2 je iraciondini.
Resend. Sporem.

Priklad 202. Dokazte pro vSechna n € N :

n(n—i—l).

L4243+ 4n=""

Reseni. Matematickou indukci.
l.n=11=1

2. Predpokladdame platnost pro n a dokazeme, Ze pak plati i pro n + 1.

31.4 Kombinatoricka geometrie

Piiklad 203. Odvodte vztah pro pocet uhlopricek v konvernim n-dhelniku.

Reseni. Odvodime rekurentni vztah. Je dan n-thelnik a zjistime, kolik pfipude thlop¥icek,
pfidame-li jeden vrchol. Pfibude n — 3 dhlopficek a z jedné strany se stane ithlopticka.
Celkem tedy pribude n + 1 — 3 4+ 1 =n — 1 thlopricek. Nyni odvodime explicitni vztah:

ug = 0,

Uy =2 =1usg+ 2,
us =5 = uqg + 3.
ug =9 =us +14,

.
Up—1 = Up—2 + (n - 3)’

Up = Up—1 + (N — 2).

e 1w i -3
Sectenim vSech fadki a upravou dostaneme u, = %

Priiklad 204. V roviné je ddno n primek tak, Ze Zddné dvé nejsou rovnobéiné a Zddné tri
neprochdzi jednim bodem. Urcete, na kolik cdsti rozdéluji rovinu.

- 1582 —



Nezarazené vykri¢nikové priklady

Resend. P¥idame-li n 4 1. pfimku, protne n p¥imek v n bodech. Je rozdélena na n + 1 &asti,
takze ptibude n + 1 ¢asti. Opét odvodime rekurentni a explicitni vzorec.
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Priloha A

Goniometrické funkce

(a) Jednotkova kruZnice (b) Pribéh funkci sin a cos

Obrazek 22 — Funkce sin a cos

y =sin"'(x),

Y
1 T~ . -
1 ~ sin(z) cos(as)/,’
1] /
3 ™~ yd
sin(6) \\ /
9 0 | N | | va | |
cos(6 | |
© in i 3r ™ : 21
14 N,
-1 N
N
1+ S

’ ‘\-:) sinfx)

(a) Prubéh funkce arcsin

Obrazek 23 — Funkce arcsin a arccos
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(b) Prubéh funkce arccos



Goniometrické funkce

Y

———— ™
arccot(x) ~~‘~\

N,

LM

- i 2 \\
S~
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 7
arctan(z) 2T
(a) Prubéh funkce tg a cotg (b) Prubéh funkce arctg a arccotg

Obréazek 24 — Funkce tg a cotg

Y

Obrazek 25 — Jednotkova kruznice s hodnotami (cos ¢, sin ¢)

B

A b C
Obréazek 26 — Pravothly trojtihelnik s pfeponou ¢

Poznamka 107.V obrazku 25 jsou uvedeny hodnoty funkci sinus a kosinus ve tvaru
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Goniometrické funkce

komplexniho ¢&isla, vime totiz
a = |a| - (cosp +isingp)
pro néjaké a € C. Jelikoz se jedné o jednotkovou kruznici, kde plati |a| = 1, madme
a =cosp +isine.

Pokud chipeme komplexni &islo jako uspofddanou dvojici (k,l) = k + il, dobereme se
k zapisu, jenz je pouzit v obrazku.

Vsimnéme si navic, Ze plati
E+12=1 V().

Poznamka 108. V obrazku 26 plati pro thel o = <BAC':

.. 4
i. sina = ¢,
ii. cosa = ?
. =2

iii. tga =2,

b

w. arctgo = .

Poznamka 109 (Zékladni hodnoty goniometrickych funkci).

B [°] 0 30 45 60 90 180 270 360
afrad] || 0 5 o z Z T 3z 27
sina || 0 1 2 3 1 0 -1 0
cosa || 1 NA] V2 ! 0 ~1 0 1
tg o 0 \/Tg 1 V3 — 0 — 0
cotg a - V3 1 ‘/T‘;’ 0 - 0 -

Poznamka 110. Pro zajimavou animaci viz tento odkaz.

Poznamka 111. O¢ividné plati nasledujici véty (plyne z grafi jednotlivych funkci nebo
pfimo z definice).

VreR:
i. sinz =cos(x— %) =—cos(z+3),
ii. cosz =sin(z+ %) = —sin (z — §).

(
Vx GR\UkEZ{%’r} :
i. tgx = —cotg (r — %),

ii. cotgxr = —tg (r —%).
kw | . —
VwER\UkeZ{T}.tgm-cotgw—l.
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Goniometrické funkce

Poznamka 112. Funkce sinus a kosinus lze také definovat predpisy

o0 x2n+1
N e T
ST RZZJ S ey r
o mZn
_ _1\n
cos:c—nX:%( 1) )

kde z € R.
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Priloha B

Integraly

Tabulkové integraly

/Oda:zc

1
/dx=1n|:v|+c
z

/sinmdw =—coszT+c

1
/,2 dr = —cotgzx + ¢
sin® z

/1da:=:v+c

/exdwze””-l—c

. 1
/cosa:d:c=smx+c / s—dz=tgzr+c
cos’x
/ ! d arcsinx + / ! d arctgx +
————dx =arcsinz + ¢ x = arctgx + ¢
V1 — g2 IE2+1 &

Integraly resené jinak nez substituci

integral

/ A dx
T—a

1
- 4
/(x2+a2)” v
/ Mz + N
——dz
2+ px +q

Mx+ N
T nd.’L‘
(z2 + pz + q)

/ sin’ z dz, / cos? z dz

L

FeSeni

Alnlz —a|+c¢c

per partes vyjaditme J; (u = Jy,v' =1)

do citatele dostaneme derivaci jmenovatele, vede na In

doplnime na ¢tverec, vede na arctg

pomoci vzorce pro poloviéni argument
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Integraly

Integraly resené substituci

integral priklad substituce
A
/ ——dx / > dx — z—a=t
(z—a)" x—3
Mz + N 3z — 8 2 . 9
——d ——d — =t
(22 + a2)F z (22 + 4)3 z T +a
dx T
R(si d — tg- =t
/ (sin.z, cos 7) dz /1—cosx+sina; €3
sin®
/R(sin x,cos ) dx — lichd v prom. sin / 5 dx — cosz=t
cos?
cosd x
/R(sin x,cosx) dr — lichd v prom. cosz / — 3 dz — sinz=t
1 —sin®z
9 e
/R(sin x,cos x) dx — sudé v obou prom. / COSI—W dr — tgx=t
cosx — 2sinx
2
1
/R(a:z,\?’/z) dx /de — z=t°
T+ +/x

l1+2—
R x, 3\1/5,,,_, S% dzx /—dw — :tnsn(sl,...,sk)
/ ( ) T + Vb
/R(a:,\s/aa:—i—b)da: —_i:::ii_ida: — ax+b=t°

/R m,sax+b dx /l' R _, b
cx+d z z—1 cr+d
/R(x, Vk? —z22)dz /x\/4—ac2dac — 1z =ksint
/R(w, Va2 + k?) dx /x\/a:2+4da:

/R(m,\/a:2—k2)da: /%\/xQ—lda: — :l:—i

sint

l

Tz =ktgt

Vzorce pro vyuziti urcitého integralu

e obsah pod grafem funkce f(z) na intervalu (a, b)
b
S = / f(z)dz
o objem rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu funkce f(z) kolem osy z na intervalu

(a,b) .
V= 7r/a [F(2)]? da
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Integraly

o délka grafu funkce f(z) na intervalu (a,b)
b
= / J1+ (f(2)? da

o obsah plasté rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu funkce f(x) kolem osy z na
intervalu (a, b)

o / £(@) 1+ (F(2)2d
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Priloha C

Kuzelosecky

Oznaceni

Obecna rovnice kuzelosecky:
a112? + 2a122y + agey® + 20132 + 2023y +

Matice kuzelosecky:

a1l a12 a3

K =lai2 a2 a
a1z a23
Diskriminant kuZzelosecky:
A =detK

Diskriminant kvadratickych €¢lent (maly diskriminant):

§=detA=|" 42

a2 G2

Regularni kuzelosecky
Plati A # 0. (Hodnost matice K je 3.)
o h(A) = 2: stfedové (6 # 0):
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Kuzelosecky

+ 0 0
2 4 ¥ =1 imagindrnfelipsa [0 + O 6>0,A>0
0 0 1
+ 0 0
o+ =1 elipsa 0 + 0| 6>0,A<0
0 0 -1
+ 0 0
| hyperbola 0 — 0] 6<0,A>0
0 0 -1
e h(A) = 1: nestfedové (6 =0):
0 0 +p 1 0 0
y?> —2pr =0 parabola 0 1 0 |nebo|0 0 =+p| 6=0,A<0
+p 0 0 +p 0
Singularni kuZelosecky
Plati A = 0. (Hodnost matice K je mensi nez 3.)
o h(K)=2,h(A) = 2: riznobézky (J # 0):
+ 0 0
z2 — k%?y? =0 dvé riiznobdzky 0 — 0 §<0,A=0
0 0 O
+ 0 0
22+ k%2 =0 bod 0 + 0 d>0,A=0
0 0 O
e h(A) = 1: rovnobézky (6 = 0):
+ 0 0
z?2 —1r2 =0 dvé rizné rovnobdzky 0 0O 0=0,A=0
0 0 —
+ 0 0
z24+1r2=0 prazdna mnoZina 0 00 60=0,A=0
0 0 +
+ 00
z2=0 pfimka 0 0O 60=0,A=0
0 0O
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Kuzelosecky

Elipsa

Mnozina vSech bodd X v roviné, které maji od dvou bodu Fj, Fy (ohnisk) konstantni
vzdalenost 2a:
| X Fi| + | X F»| = 2a,

pri¢emz |F1F5| < 2a (neboli e < a). Zvolime-li kartézskou soustavu soufadnic tak, aby

Fy = [—e,0], F> = [¢,0], X[z, y], pak postupnou tpravou dostaneme
2 2
T +¥ -1
a b2

e hlavni, vedlejsi vrcholy
e I, F;, ohniska
¢ a hlavni poloosa

o b vedlejsi poloosa _

o c (znadime e) excentricita, plati a? =
b2 + €2

o numerickd excentricita € = e/a

C (znacime S) stied

Parabola

Mnozina v8ech bodi X v roving, které maji od pfimky d (¥idici pfimky) a bodu F' (ohniska)
stejnou vzdalenost:
|XF|=|Xd|.

Zvolime-li kartézskou soustavu soufadnic tak, aby d: x + e = 0, F = [e, 0], pak postupnou
upravou dostaneme

y? = dez.

Oznacéime-li vzdalenost ohniska od fidici pfimky jako p = 2e, dostaneme rovnici tvaru

y2 = 2px.
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Kuzelosecky

V vrchol
F' ohnisko
d Fidici pfimka L \% P .

[ ]
el

p parametr
® 0 0sa

Poznamka 113 (Rovnice ridici piimky). Parabola s vrcholem v bodé V[m,n] mé rovnici

_ p
rT=m-— ~.

2

Poznamka 114.
e y? = 2pz — Fidici piimka je rovnobézna s osou y

o 22 = 2py — Fidici pfimka je rovnobéZna s osou x

Hyperbola
Mnozina vSech bodi X v roviné, které maji od dvou bodua Fi, Fy (ohnisk) konstantni
absolutni hodnotu rozdilu vzdélenosti 2a:

|FLX| - |F2X]|| = 2a.

Zvolime-li kartézskou soustavu soufadnic tak, aby Fi[—e, 0], Fy[e, 0], X[z, y], postupnou
upravou dostaneme

S stred
Fy, F5 ohniska N GERREREEREEREEPF
hlavni, vedlejsi vrcholy :

asymptoty .

a hlavni poloosa center

b vedlejsi poloosa e N :

a : semi major axis
b : semi minor axis
c : linear eccentricity
c/a : eccentricity

e excentricita, plati e? = a2 + b?
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Matematika

Dominik Dolezel, Honza Romanovsky a kolektiv.
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