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Kapitola 1

Logika, mnoziny a zakladni ciselné obory

1.1 Logika

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz ma smysl ¥ici, Ze plati (je pravdivé), nebo ze
neplati (je nepravdivé).

Priklad.
« Cislo &tyfi je sudé. (pravda)
o Videii je hlavni mésto CR. (nepravda)
o Ahoj! (neni vyrok)

o 7" je iraciondlni. (je vyrok, ale nevime, jestli je to pravda)

Definice 1. Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.
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Definice 2. Konjunkci A A B vyroku A a B nazveme vyrok:
Plati A i B.

Definice 3. Disjunkci A V B vyroki A a B nazveme vyrok:
Plati A nebo B.

Definice 4. Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vijrok B.
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Vyroku A v implikaci se iika premisa, vyrok B se nazyvé zavér. Vyrok A je postacujici
podminkou pro platnost B a B je nutnou podminkou pro platnost A.

Definice 5. Ekvivalenci A <= B nazyvame vyrok:

Vigrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyzZ plati vijrok B.

(Platnost vyroku) A je nutnou a postaéujici podminkou (platnosti vyroku) B.
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Vyrokova forma V je vyraz, ktery mé konecny pocet proménnych, pricemz kdyz za tyto
proménné dosadime prvky z daného oboru, obdrzime vyrok.
Plati nasledujici:

(i

(ii
i

A = B) < (-B = -A)

(AANB)AC) <= (AAN(BAQ))
(iii
(iv
(v

(vi

-(A = B)) < (AA-B)

) (
) (
) (AVB)VC) < (AV(BVOQ))
) (
) (7(AV B)) <= (=AA-B)

) (

A< B) < ((A = B)A(B = A))

Priklad. Vyrok Kocka leze dirou, pes oknem, nebude-li prset, nezmoknem. znegujeme jako
Kocka neleze dirou nebo pes neleze oknem nebo (nebude priet a zmokneme).

Definice 6. Necht V je vyrokova forma s jednou proménnou.

(i) Vyrok ,Pro kazdé x plati V(z).“ symbolicky zapisujeme ve tvaru
Vz : V(z).

Symbol V nazyvime obecnym kvantifikitorem.

(ii) Vyrok ,Existuje x takové, Ze plati V(z)“ zapisujeme ve tvaru
Jz : V(z).
Symbol J nazyvime existenénim kvantifikitorem.

Pfiklad. V(z) : x < 3,z € N je vyrokova forma. V (1), V(3) jsou vyroky.
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Oznaceni (Kvantifikdtor s podminkou). Necht V, P jsou vyrokové formy s jednou promén-
nou a M je mnozina. Pak
Ve e M,P(z) : V(x)

znamens
V(z e M ANP(z)) = V(x),
podobné
Jz € M,P(x) : V(z)
znamens

dz: (x € M AP(z) ANV (x)).

Poznamka 2 (Formule s vice kvantifikatory). Necht V' je vyrokova forma se dvéma pro-
ménnymi. Pak V(z,y) je tedy vyrokova forma o dvou proménnych, 3z : V(z,y) je vyrokova
forma o jedné proménné (y) a Vy 3z : V(z,y) je vyrok.

Poznamka 3 (Negovani formuli s kvantifikatory). Necht V je vyrokova forma s jednou
proménnou. Pak

(Ve : V(z)) =3z : -V(z),
=3z : V(z)) =V : 2V ().

Ptiklad. Uréime negaci vyroku Vz € M, P(x) : V(z). Je

-(Vz € M,P(z) : V(z)) <= -(Vx e M AP(z) = V(z))
< Jz:-(r € M ANP(z) = V(x))
< Jr:z € M AP(x)AN-V(zx)
< Jzx € M,P(z): "V(x).

Poznamka 4 (Varovanil). Zalezi na poradi kvantifikdtorti. Uvazme Z mnoZinu Zen, D
mnozinu déti a M (z,d) vyrokovou formu Zena z je maminkou ditéte d. Pak srovnej

Vde D3z € Z : M(z,d), dz € ZVd € D : M(z,d).

1.2 Metody dikazi

e pirimy dikaz: chceme A =—> B, k tomu dojdeme pres jednotlivé implikace A —>
¢, = ... = (C, = B

e nepiimy dilkkaz: chceme A =—> B, dokazujeme -B — -A
e dikaz sporem: chceme A = B, predpokldddame negaci a dojdeme ke sporu

o dikaz rozborem piipadi: chceme (AV B) = C, dokazujeme A — CAB = C

—4-
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o ditkkaz matematickou indukei: Necht V je vyrokova forma s jednou proménnou. Chceme
dokézat, ze Vn € N : V(n). Staéi dokézat
1. V(1)
2.VneN: (V(n) = V(n+1))

1.3 MnozZiny

G. Cantor: ,Mnozinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem ruznych objekti,
které nazyvame prvky, do jediného celku.

Mnozinu definujeme vyctem prvki nebo pomoci vlastnosti, kterou musejf spliiovat jeji prvky,
tj. piSeme {x € M;V(x)}, kde M je mnoZina a V je vyrokova forma.

Pojmy mnoZina, prvek a bijti prvkem povazujeme za primitivni pojmy.

Definice 7. Rekneme, %e mnoZina A je &asti mnoZiny B (nebo A je podmnoZinou
B), jestlize kazdy prvek mnozZiny A je rovnéZ prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikdme
inkluze a znacime jej A C B. Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné
prvky. Prazdnou mnoZinou nazveme mnozinu, kterd neobsahuje zadny prvek. Oznacime

ji symbolem 0.
Poznamka 5. A C B pfipousti i A = B. Systémem mnoZin rozumime mnozinu mnozin.

Definice 8. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu tvofenou vSemi prvky, které

patii alespon do jedné z mnozin A éi B. Znac¢ime AU B.

Je-li A systém mnozin, pak jeho sjednoceni |J.A definujeme jako mnozinu vSech prvki a,
pro které existuje A € A takové, Ze a € A.

Definice 9. Priunikem mnoZin A a B nazveme mnozinu vSech prvki, které nilezeji soucasné
do A i do B. Znadime A N B. Maji-li mnoziny A a B prazdny prunik, fekneme o nich, Ze
jsou disjunktni.

Je-li A neprézdny systém mnoZin, pak jeho prianik (). A definujeme jako mnoZinu vSech
prvku a, které pro kazdé A € A spliuji a € A.

Definice 10. Rozdilem mnozZin A a B nazveme mnozinu prvki, které patfi do mnozZiny A

a nepatii do mnoZiny B. Znaéime A \ B.

Definice 11. Kartézskym soucinem mnozin A, ..., A, nazveme mnoZinu vSech uspota-
danych n-tic
A x Ay x---x A, = {[al,...,an]; a; EAz}

Necht X je mnozina a A je neprdzdny systém mnozin.
Pak plati
X\UA:ﬂ{X\A;AeA}
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a ddle

X\ﬂA=U{X\A;A€A}.

Dukaz.

C Predpoklddejme, 7e z € X N\ |JA. Potom platiz € X az ¢ A, tzn. VA€ A: x ¢ A.
Odtud méme, 7e VA € A je z € X \ A. Potom dostavime z € N{X \ A, A € A}.

D Piedpokliddejme, ze z € N{X \ A,A € A}. Pro kazdé A € A plati z € X \ A.
Odtud plyne z € X a pro kazdé A € A mdme z ¢ A. Potom z ¢ |J.A. Dostdvame
re X UA O

1.4 Relace usporadani a zobrazeni

Definice 12. Binarni relaci rozumime libovolnou mnozinu usporadanych dvojic. Pokud
R je binarni relace a [a,b] € R, pak iikdme, Ze prvek a je v relaci R s prvkem b. Casto v
tomto ptipadé pouzivame zapis a R b.

Pokud binarni relace R spliiuje R C A x B, pak fikdme, Ze R je binarni relaci mezi prvky
mnozin A a B. Pokud A = B, pak fikdme, Ze R je binarni relaci na A.
Definice 13. Necht X je mnozina a R je relace na X. Rekneme, ze R je

o reflexivni, jestlize pro kazdé x € X plati [z, z| € R,

o symetrick4, jestlize pro kazdé z,y € X spliiujici [z,y] € R plati [y, z] € R,

o tranzitivni, jestlize pro kazdé z,y,z € X spliujici [z,y] € R a [y,2] € R plati
[z,2] € R,

o antisymetricka, jestlize pro kazdé z,y € X spliujici [z,y] € R plati [y, z] ¢ R,
» slabé antisymetricka, jestlize pro kazdé z,y € X spliujici [z,y] € R a [y,z] € R
plati x = y.
Definice 14. Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, 7e R je na A
o usporddani (nékdy také Castené usporfddani ¢i neostré usporadani), jestlize je
reflexivni, slabé antisymetricka a tranzitivni,
e ostré uspoiadani, jestlize je antisymetrickd a tranzitivni,
o linearni uspoiadéni, jestlize jde o uspofadani a pro kazdé =,y € A plati [z,y] € R
nebo [y,z] € R.
Priiklad. UvaZzujme mnozinu podmnozin N s relaci A C B. To je usporadéni, ale neni to

linearni usporadani.

Definice 15. Necht < je relace uspofddani na mnoZiné X a A C X. Rekneme, e prvek
z € X je
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o maximalnim prvkem (maximem) mnoziny A, jestlize z € A a neexistuje a € A
takové, ze x < a a x # a,
e nejvétsim prvkem mnoziny A, jestlize € A a pro kazdé a € A plati a < z.
Pojmy minimdlni prvek (minimum) mnoZiny a nejmensi prvek mnoziny jsou definoviny

ziejmym zplisobem.

Priklad. V mnoziné {{1}, {2}, 0} uspofddané inkluzi jsou {1} a {2} maximéalni, ale mnoZina
nemé nejvetsi prvek.

Definice 16. Necht < je relace uspofddani na mnoziné X a A C X. Rekneme, Ze prvek
z e X je

e horni zavorou mnozZiny A, jestlize pro kazdé a € A plati a < z,

e dolni zAvorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati z < a.
MnoZina A je

« shora omezena, jestlize existuje prvek z € X, ktery je horni zdvorou mnoziny A,

o zdola omezend, jestliZe existuje prvek z € X, ktery je dolni zdvorou mnoziny A,

e omezena, jestlize je omezend shora i zdola.
Definice 17. Necht < je relace uspofddani na mnoziné X a M C X. Rekneme, Ze prvek
G € X je supremem mnoziny M a znac¢ime sup M, jestlize plati:

1. G je horni zdvorou mnoziny M,

2. je-li prvek G’ € X horni zdvorou mnoziny M, potom G < G'.
Rekneme, 7e prvek g € X je infimem mnoziny M a znaéime inf M, jestlize plati:

1. g je dolni zdvorou mnoziny M,

2. je-li prvek ¢’ € X dolni zdvorou mnoziny M, potom ¢’ < g.
Pfiklad. Supremum mnoziny (0,1) je 1.

Poznamka 6. Supremum a infimum jsou ureny jednozna¢né, pokud existuji (plyne ze
slabé antisymetrie).

Poznamka 7. Mé-li mnoZina nejvétsi prvek, je to supremum.

Diikaz. At L je nejvétsi prvek mnoziny M.

(a) Le M\VNz € M : 2 < L = L je horni zévora,

(b) Je-li G’ horni zévora M, pak L < G’, protoze L € M, tedy L je supremum mnoZiny M.
O
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Necht < je relace uspordddni na mnoziné X, M C X je neprdzdnd mnoZina a
existuje infimum a supremum mnoziny M. Potom plati inf M < sup M.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze M # (). Nalezneme a € M. Potom plati inf M < a a a < sup M.
Diky tranzitivité mame inf M < sup M. O

Definice 18. Binarni relaci F' nazyvame zobrazenim, pokud spliiuje
Ve y vy : (([2,31] € F A [z,32] € F) = y1 =12).

Rekneme, %e zobrazeni F' je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize plati
F CAx B.

Oznaceni. Je-li x takové, Ze existuje y : [z,y] € F, je y urCené jednoznaéné a zna¢ime ho

Definice 19. Necht F' je zobrazeni.
e Definiénim oborem zobrazeni F' nazyvame mnoZinu
D(F) = {z; 3y : [z,y] € F}.

Pro z € D(F) ozna¢ujeme jednoznalné ureny prvek y spliujici [z,y] € F symbolem

¢ Oborem hodnot zobrazeni F' nazyvame mnoZinu

H(f) ={y; Iz : [z,y] € F}.

Oznaceni. Necht A a B jsou mnoziny a F' je zobrazeni.

(a) Pak symbol F' : A — B znamend, ze F' je zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B a
D(F) = A. Takové zobrazeni F' nazyvime také zobrazenim mnoziny A do mnoZiny
B.

(b) Pokud je B =R, pak misto terminu zobrazeni pouzivime termin funkce.
Poznamka 8. Graf F je {[z, F(z)],z € D(F)}.

Definice 20. Necht A, B jsou mnoziny a f je zobrazeni.

e Obrazem mnozZiny A pfi zobrazeni f rozumime mnoZinu

{ye H(f); Ix e D(f)NA: f(z) =y},

kterou znacime f(A).
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e Vzorem mnoziny B pii zobrazeni f rozumime mnozinu

{z € D(f); f(z) € B},
kterou znaéime f~!(B).

Definice 21. Rekneme, %e zobrazeni f

 je prosté, jestlize plati
Va,y € D(f): f(z) = fly) = z =y,

e je na mnozinu B, jestlize plati H(f) = B,

o je bijekci mnoZiny A na mnozinu B, jestlize D(f) = A a jde o prosté zobrazeni na
B.

Definice 22. Necht f je zobrazeni a C' je mnozina. Pak zobrazeni definované predpisem
z — f(z), z € CND(f), nazyvame restrikci nebo ztiZenim zobrazeni f na mnozinu C a
znaéime jej f|c.

Definice 23. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano predpisem
(go f)(z) = g(f(x)) pro vSechna = € D(f) takova, Ze f(x) € D(g). Zobrazeni go f nazyvidme
sloZzenym zobrazenim (sloZenim zobrazeni) f a g, pfitemZ g nazyvime vné&jSim
zobrazenim a f nazyvame vnitfnim zobrazenim.

Definice 24. Necht f : A — B je prosté zobrazeni. Pak zobrazeni f=! : f(A) — A
definované pro y € f(A) predpisem f~!(y) = z, kde = € A je jednoznac¢né uréeno vztahem
y = f(x), nazyvdme inverznim zobrazenim k zobrazeni f.

Definice 25. Necht A je neprazdnd mnoZzina.

(a) Koneénou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni mnoziny {1,...,n}, kde
n € N, do mnoziny A. Pokud k — ai, k € {1,...,n}, je takové zobrazeni, pak tuto
posloupnost zna¢ime {ay});;_;. Prvek aj nazjvime k-tym €lenem této posloupnosti.

(b) Nekone¢nou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni n — a,, n € N,
mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny A. Takovou posloupnost obvykle znac¢ime
{an},, piipadné jen {a,}. Prvek a, nazyvime n-tym ¢lenem této posloupnosti.

Posloupnost miZeme zadat
o explicitné: a, = 25,n €N,

e rekurentné: a; = 2,a, = ap—1 + 4.

1.5 Konecné a spocetné mnoziny



Logika, mnoziny a zikladni ¢iselné obory

Definice 26.

(a) Rekneme, e mnozina A ma stejnou mohutnost jako mnozina B, jestliZe existuje
bijekce A na B. Znalime A =~ B.

(b) Rekneme, Ze mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny
B, jestlize existuje prosté zobrazeni A do B. Zna¢ime A < B.

(c) Rekneme, %e mnoZina A m4 mensi mohutnost nez mnoZina B, jestliZe existuje
prosté zobrazeni A do B a pfitom A nem4 stejnou mohutnost jako B. Znac¢ime A < B.
Rikdme taky, Ze A je subvalentni B.

Piiklad. At A= {n?,ne N}, B=N.Pakzt:n?—n?a f:n?+— nplyne A~ B.

Definice 27. Rekneme, 7e mnozina X je koneéna, pokud je bud prazdna, nebo existuje
n € N takové, Ze X m4 stejnou mohutnost jako {1,...,n}. Rekneme, Ze mnozina X je
nekoneénd, pokud neni koneéns. Rekneme, e mnozina X je spocetnd, jestlize je kone¢na,
nebo m4é stejnou mohutnost jako N. Nekone¢ni mnozina, kterd neni spocetnd, se nazyva
nespocetna.

Pro pocet prvki koneéné mnoziny X pouZivdme Casto znaceni |X|. Dvé
koneéné mnoziny X, Y maji stejnou mohutnost pravé tehdy, kdyz | X| = |Y]|.

Necht A, B jsou mnoziny takové, Ze A < B a zdroveri B < A.

Pak A a B maji stejnou mohutnost.

Necht X je mnozina. Pak X < P(X), kde P(X) je mnoZina vsech

podmnoZin mnozZiny X.

Piiklad. N < P(N).

(a) PodmnoZina spocetné mnoZiny je spocetnd.

(b) Necht zobrazeni f : A — N je prosté. Potom je mnoZina A spocetnd.
(c) Sjednoceni spocetné mnoha spocetngjch mnozin je spocetné.

(d) Obraz spocetné mnoZiny je spocetnd mnozina.

(e) Kazdd nekonecénd mnoZina obsahuje nekonecnou spocetnou podmnozinu.

1.6 Ciselné obory

Mnozinu realnych c¢isel R lze popsat jako mnozinu, na niz jsou definovany operace séitani
(R x R = R) a nasobeni (R x R — R) a relace uspofadani (<), pfifemZ jsou splnény

nasledujici tfi skupiny vlastnosti:

I. vlastnosti séitani a nasobeni a jejich vzdjemny vztah,

~-10 -
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e Vz,y,z € R:z+ (y+ 2) = (x + y) + z (asociativita séitani),
e Vz,y € R:z+y=1y+ z (komutativita sé¢itani),

e Jw e RVz € R: w+z =z (prvek w je uréen jednoznaéné, znacime ho 0 a fikdme
mu nulovy prvek),

e Ve RIz e R:x+ 2 =0 (2 je tzv. opacné Cislo k ¢islu z, je urfeno jednoznacéné
a zna¢ime ho —z),

o Vz,y,2€R:z-(y-2) = (x-y) -2 (asociativita nasobeni),
e Vz,y € R:z-y=1y-z (komutativita ndsobeni),

e JveR~\{0}VzeR:v-z =z (prvek v je uren jednoznacné, znac¢ime ho 1 a
fikdme mu jednotkovy prvek),

e Ve €R~ {0} Iy cR:z-y=1 (prvek y je uréen jednozna¢né a znacime ho 1),
e Vz,y,z€R: (x+y) - z=x-2z+y- z (distributivita).
II. vztah usporadéani a operaci séitani a nasobeni,
e < je linedrni uspotradani,
o Vz,y,z€R:2<y = z+2<y+z2,
e Vz,y e R: (0<zA0<y) = 0<zx-y.

III. vlastnost suprema: KaZdd neprdzdnd shora omezend podmnozZina R md supremum.

Necht M C R je neprdzdnd zdola omezend mnoZina. Pak existuje infimum mnoZiny
M.

Diikaz. Predpokladejme, ze M C R je neprazdna zdola omezend mnozina. Definujeme
-M ={-m,me M}.
Mnozina, —M je neprazdna, protoze M je neprazdna.

—M je omezena shora. M je omezeni zdola, takze nalezneme K € R takové, Ze
Vr € M : K < z. Odtud plyne Vx € M : —x < —K. Prvek —K je tedy horni zdvorou
mnoziny —M, odkud méme, Ze —M je shora omezena.

Podle vlastnosti suprema existuje sup(—M). PoloZzme g = —sup(—M).
(a) sup(—M) je horni zédvorou —M, takze g = —sup(—M) je dolni zédvorou mnozZiny M.

(b) Pfedpoklddejme, Ze ¢’ je dolni zévorou mnoziny M. Potom —g’ je horni zdvorou mnoziny
—M. Plati, Ze sup(—M) < —¢’. Odtud ¢’ < —sup(—M) = g. O

Ke kazdému x € R existuje n € N spliiujici x < n.

- 11 -
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Diikaz. Dokazujeme sporem. Pak Vn € N : n < z, takZe x je horni zdvorou mnoziny N, a
tedy N je shora omezena. MnoZina N je neprazdna, a proto podle vlastnosti suprema existuje
supremum N, které oznacime jako G. Potom plati

VneN:n<G.

Odtud plyne Vn € N:n 41 < G, neboli ¥n € N:n < G — 1. Cislo G — 1 je horni zévorou
mnoziny N a plati G — 1 < G, coz je spor s definici suprema. O

Pro kazdé r € R existuje prdvé jedno cislo k € 7 takové, Ze k <r <k+1.
Diikaz. Postupné dokazeme existenci a jednoznacnost.
Existence. Polozme M = {n € Z,r < n}. Mnozina M je zdola omezen4, nebot r je jeji
dolni zdvorou. Podle véty 7 plati M # 0. Podle véty 6 existuje infimum mnoZiny M, které
oznaéime g. Nalezneme k' € M takové, Ze k' < g+ 1. Polozme k = k' — 1. Plat{ k € Z, nebot
kK€ M CZ.Ponévadz k' € M, mémer <k’ =k+ 1. Plati ¥ — 1< g,atedy k¥ —1¢ M.

Méme tedy k=% —1<r.

Jednoznacnost. Predpokladejme pro spor, ze existuji k,j € Z,k # j takova, e k < r <
k+1aj<r<j+1.BUNOj<k Potom0O<k—j<1, k—j€Z, co je spor. O

Oznaceni. Celou ¢4st Cisla r znacime [r].

Necht a,b € R, a < b. Pak existuje q € Q takové, Ze a < q < b.

Driikaz. Podle véty 7 nalezneme n € N takové, Ze

1
> . 1
n>— (1)
Ny __ [na]+1
Polozime ¢ = *— —. Potom q € Q a
a:@<[na]+1sna+1.
n n n

Podle rovnice 1 mdme nb —na > 1 < 7”Lb>1—i—7w,3utedy%Jr1 < %bzb. O

Definice 28. MnoZinu komplexnich ¢isel C definujeme jako mnozZinu vSech usporadanych
dvojic (a,b), kde a,b € R, pfi¢emz pro komplexni &isla z = (a,b), y = (c,d) definujeme
operace sCitani a nasobeni nasledovné:

b x+y=(a+c7b+d)a
e z-y=(ac—bd,ad+ be).
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Logika, mnoziny a zikladni ¢iselné obory

Necht x = (a,b) € C. Prvek a nazyvidme reilnou €éasti z, prvek b nazyvame imaginarni
&asi z. Absulotni hodnotou komplexniho &sla z rozumime Va2 + b2. Dale definujeme
0= (0,0), 1 =(1,0) ai = (0,1). Komplexné sdruzenym ¢&islem k z rozumime &islo
z = (a,—b), symbol —z znadi ¢islo (—a,—b) a symbol 1/z znaéi pro z # 0 (jednoznac¢né

uréené) Cislo spliujici x - % =1.
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Kapitola 2

Limita posloupnosti

2.1 Uvod

Definice 29. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
e shora omezena, jestlize mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je shora omezen3,
o zdola omezena, jestlize mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je zdola omezena,

e omezena, jestlize mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je omezena.

Definice 30. Rekneme, 7e posloupnost {a,} je
o neklesajici, je-li a, < any1 pro kazdé n € N,
 rostouci, je-li a, < an4+1 pro kazdé n € N,
e nerostouci, je-li a, > a,11 pro kazdé n € N,
o klesajici, je-li a, > an4+1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni, pokud spliiuje nékterou z vyse uvedenych podminek.
Posloupnost {a,} je ryze monoténni, pokud je rostouci ¢i klesajici.

2.2 Vlastni limita posloupnosti

Definice 31. Necht {a,} je posloupnost redlngch &isel a A € R. Rekneme, Ze posloupnost
{a,} ma limitu rovnou A, jestlize plati

VeeR, e>03IngeNVReEN, n>ng:|a, — Al <e.

Necht {an} je posloupnost, kterd md limitu rovnou A € R
a zdrovert md limitu rovnou B € R. Potom plati A = B.
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Limita posloupnosti

Diikaz. Zvolme € € R, e > 0. K tomuto £ nalezneme néjaké ng takové, ze
VneN,n>ng:|a, — A <e.
Déle nalezneme n{, € N takové, Ze
VneN,n>ng: |a, — B| <e.
Nalezneme m € N, které spliiuje m > ng a m > ny,. Potom plati
0<|A-B|=|A—apn+an—B|<|A—an|+|am —B| <e+e=2e.

Odtud plyne, ze |A — B| = 0, neboli A = B. O

Oznaceni. Ma-li posloupnost {a,} limitu A € R, potom ji zna¢ime lim,,_,, a,, nebo jen
lim a,,.

Definice 32. Rekneme, %e posloupnost {a,} konverguje (je konvergentni), jestlize
existuje A € R takové, ze lim a,, = A, neboli plati

JAeRVeeR, e>03IngeNVReEN, n>ng:|a, — Al <e.

Je-li posloupnost konvergentni, fikame téz, Ze ma vlastni limitu. Jestlize posloupnost nems
vlastni limitu, pak fikdme, Ze diverguje (je divergentni).

Necht {an} je posloupnost a A € R. Pak lima,, = A prdvé tehdy, kdyz existuje
K eR, K > 0, takové, Ze plati

VeeR, e>03ngeNVneN, n>ng:|a, — Al < Ke.

Dukaz.

<= Zvolme ¢ € R,& > 0. PoloZme & = &. Podle pfedpokladu nalezneme pro & ¢islo ng € N
takové, Ze
VneN:n>ng:|a, — Al < Ké =e.

Odtud plyne lim,_,, a, = A.

= Zvolme ¢ € R,e > 0. Polozme ¢ = Ke. Podle pfedpokladu nalezneme ¢éislo ng € N
takové, Ze
VneN:n>ng:|a, — Al < & = Ke.

Priklad.
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Limita posloupnosti

1. Necht {a,} je posloupnost a existuje n* € N a ¢ € R takovd, ze Vn € N;n > n* : a, = c.

Potom lim,,_.oo a, = c.

Zvolme € > 0. Polozme ny = n*. Potom Vn € N,n > ny méme |a, —c| =|c—c| < e.

2. limp o0 = =0

Necht € € R, > 0. Nalezneme ng € N takové, Ze ng > % podle véty 7. Potom

1 1 1
VnGN,n>n0:’——0‘=—§—<€.
n n = no
3. limn_)oo % == 1
Sporem. Predpoklidejme, Ze
JeeR,e>0VngeNIneN,n>ng:la, — 1| =|¥n—1| >e. (2)

Zafixujeme € € R, e > 0 takové, Ze plati (2). Nalezneme rostouci posloupnost pfiroze-
nych &isel {ng},-; takovou, Ze

VkE e N:|/ng—1| >e.

Konstrukce {nj}, .

o k =1: Polozme ng = 1 a pouzijme (2). Nalezneme n; € N spliiujici | y/ni — 1| >
€.

o k-~ k+1:Jiz mdme n; < ng < --- < ng. PoloZzme ng = ng + 1 a pouzijeme (2).
Nalezneme ny; € N splitujici ng1 > no > ng a | "k+y/nr1 — 1| > €. Pro kazdé
k€N, k> 2 plati

| "/ — 1] > €

wn—1>¢€
ne > (14e)™ >1+ ("1’“>e+ ("2’“>a2

n 1
ng > (2k)s2 = Enk(nk — 1)52.

Pro kazdé k € N, k > 2 plati
2
—>n;—1
ez ="k
2
2 +1>ng >k = N je shora omezen3,

COZ je Spor.

4. Posloupnost {(—1)"}>° ; neni konvergentn.
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Limita posloupnosti

Sporem. Pfedpoklddejme, Ze existuje A € R spliujici lim,,_,.(—1)" = A. PoloZzme
€= % K nému nalezneme ng € N takové, ze

1
VneN,n2n0:|(—1)”—A|<s=§.

Odtud plyne A € (%, %) a zaroven A € (—%, —%), coZ je spor.

Necht lima, = A € R. Potom lim |a,| = |A|.
Diikaz. Zvolme € € R, e > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
VneN,n>ng: |a, — Al <e.
Potom pro kazdé n € N,n > ny plati

llan| = |Al] < lan — Af <e.

Dikaz nerovnosti ||z| — |y|| < |z —y|. Pro vSechna z,y € R plati

lz| = |z —y+y| <|z—y|+ |yl
lz| — |y < |z —yl.

Necht {an} je konvergentni posloupnost. Potom je {an} omezend.

Drikaz. Hodnot pfed ng je koneéné mnoho. Ozna¢me A = lim a,. Zvolme ¢ = 1. K nému
nalezneme ng € N takové, ze

VneNn>ng:la, — Al <e=1.
Mnozina {ay,...,an,} je koneénd, a proto Ic € R takové, ze
VneN,n<mng:|a,| <ec.
Dale plati
VneN,n>ng:|ap| = |an+A— A <|a, — Al +|4] <1+ |A]
Polozme K = max {c, 1 + |A|}. Potom plati
Vn € N: |a,| < K,

odkud méme, Ze {a,} je omezen4. O
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Limita posloupnosti

Definice 33. Necht {a,} je posloupnost a {n;}72, je rostouci posloupnost pfirozenych
¢isel. Pak {an, }32; nazgvime vybranou posloupnosti z posloupnosti {a,}, piipadné
podposloupnosti posloupnosti {a,}.

Priklad. At {%}oo je posloupnost. Pak posloupnost n, = k2, k € N je vybran posloupnost:
L1 n=1
{W}sz
Necht {an} je posloupnost, lima, = A € R a {ni}32, je rostouct posloupnost

prirozengch cisel. Potom limg_; o an, = A.

Diikaz. Zvolme € € R,e > 0. Nalezneme n’ € N takové, Ze
Vn>n',n€N:la, — Al <e. (3)

Pro kazdé k € N,k > n’ plati ny, > k > n’. Potom |a,, — A| < € podle (3). O

Poznamka 11. Vétu 13 lze uzit k dtikazu, Ze jistd posloupnost {a,} nemd limitu. Staci
nalézt dvé podposloupnosti z {a,} s rozdilnymi limitami.

Necht {an} a {bn} jsou posloupnosti, lima, = A € R a
limb, = B € R. Potom plati:
(a) lim(a, +b,) = A+ B,
(b) lim(an - by) = A - B,
(c) je-li B # 0 a pro kaZdé n € N plati b, # 0, pak

ap, A

lim =" = =

b, B’

Dikaz.

(a) Zvolime € € R,e > 0. Nalezneme n4,np € N takova, Ze

Vn e N,n>ny : |a, — 4| <,
VneN,n>npg:|bp — B|<e.

Polozme nyg = max {n4,np}. Pro kazdé n € N,n > ng plati
|(an +bn) — (A+ B)| =|(an — A) + (b, — B)| < |anp, — A| + |bp, — B| <e+¢& = 2e.

Odtud dle lemmatu 1 plyne lim,_,(an + b,) = A+ B.

(b) Posloupnost {b,} je konvergentni, a tedy omezend podle véty 12. Nalezneme K € R, K >
0 takové, ze
VneN: |b,| < K.
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Limita posloupnosti

Zvolme ¢ € R,e > 0. Nalezneme n4,ng € N takova, ze

VneN,n>ny:la, — 4| <e,
VneN,n>npg:|b,— B|<e.
Polozme ng = max {n4,np}. Vezméme n € N,n > ny. Poclitejme
|anby, — AB| = |anby, — Aby, + Ab, — AB| = |(a, — A)b, + A(br, — B)|

< |(an — A)by| + |A(bn, — B)| = |an — A - |bs| + |A] - |br, — B|
<eK+|A|l-e =¢(K +|A]),

odkud méme podle lemmatu 1 lim a,b, = AB.

(c) Pro kazdé n € N plati

a_n_é __|anB — AB + AB — Ab,
b, B| b,B
< |anB — AB| + |AB — Aby,| _ |an, — Al - |B| + |A| - |B — by| 5)
5B 5B
1 A
=~ an— A+ 2 b, — B
bl 1o = A o yE o B

Ponévadz limb, = B a |B| > 0, 1ze nalézt n* € N takové, Ze
" 1
VneN,n>n*:|b, — B| < §|B|

Potom pro kazdé n € N,n > n* plati |b,| > 1|B|. Necht € € R, e > 0. K nému nalezneme
m* € N takové, Ze

VneN,n>m":l|a, — Al <eAl|b,— B| <e.

Polozme ny = max {m*,n*}. Pro kazdé n € N,n > ng podle (5) plati

a, A 1 |A|
on Sl _— —Al+ """ 1 —B
b Bl =l A E P
<T %5 €t T %5 o 14 ‘€,
3 |B| 3Bl B
odkud podle lemmatu 1 dostédvame lim ‘Z—: = %. O

Piiklad.

2
(1) limp 00 77 =0, nebot lim 1 = 0 a lim ; = (lim 1)".
(2) Necht k € N. Potom plati lim,, nik =0.

(3) lim 2! =Tim (1- 1) =14 (-1)-0=1.
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Limita posloupnosti

Poznamka 12 (Varovani!). Vztah lim(ay, + by) = lim a,, + lim b, obecni neplati! Polozme
{an} = {(=1)"}, {ba} = {(~1)}"" . Potom plati

lim(an + bp) =1lim0 =0,
ale lim a,, ani lim b,, neexistuji.

Poznamka 13. Pokud zménime kone¢né mnoho ¢lenii posloupnosti, nebude to mit zadny
vliv na existenci ¢i neexistenci limity ani na jeji pfipadnou hodnotu. Odtud plyne, Ze mizeme
pocitat limity ,,posloupnosti®, které jsou definovany na N vyjma kone¢né mnoziny.

Necht {an} a {bn} jsou posloupnosti, lim a, = 0 a {b,} je omezend. Paklim anb, =

Diikaz. Nalezneme K € R, K > 0 takové, Ze
VneN:|b,| < K.
Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
Vn e Nyn > ng: |a, — 0] = |an| < e.
Pro kazdé n € N,n > ny plati
lanbn| = |an| - |bn| < €K,

odkud podle lemmatu 1 méme lim a,b, = 0. ]
Priklad. lim,_ % -sinn = 0.

Necht A,B € R, {an} a {bn} jsou posloupnosti splriujici
lima, = A alimb, = B.

(a) Necht A < B. Potom ezistuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plat{
an < bp.

(b) Necht existuje n* € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > n*, plati a, > b,. Potom
A > B.

Diikaz.
(a) Polozme € = 1(B — A). Nalezneme ni,ny € N takové, Ze plati
VneN,n>ng:|a, — 4| <e.
Podobné

VneN,n>mny:|b, — Bl <e.
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Limita posloupnosti

Polozme nyg = max {ni,n2}. Pak Vn € Nyn > ng platia, < A+eca A+e < B—¢ < by,.

(b) Sporem. Pfedpoklddejme, Ze A < B. Podle (a) nalezneme ng takové, ze Vn € N,n > ny
plati a,, < by,. Zvolme n; = max {ng, n*}. Potom plati a,, < b, < an, z pfedpokladu,
COZ je Spor. O

Poznamka 14. V bodé A nelze uvaZovat neostrou nerovnost misto ostré. Pak
anp = — b, =0 lima, = 0 =1limb,.
n

Podobné v (b).

Necht {an}, {bn} a {cn} jsou posloupnosti splriujici:
(a) existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ny, plati a, < ¢, < by,
(b) {an} a {bn} jsou konvergentni a plati lim a,, = lim b,,.
Potom je {c,} konvergentni a plati lim ¢, = lim a,.

Diikaz. Oznaéme lima,, = limb,, = A. Zvolme € € R,e > 0. Nalezneme n; € N takové, Ze

VneN,n>n;:|a, — Al <e,
VneN,n>mng:|b, — Al <e.

Polozme ny = max {ng, n1}. Potom pro kazdé n € N,n > ny plati
A—e<apn<c, <b,<A+e,

tedy také

cn—A| <e. O

Pfiklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Potom plati lim, . /c = 1.

(1) ¢ > 1: Plati Vn € N: {/c > 1. Existuje ng € N takové, Ze
Vn€N,n>ng: ¥/n> e

Podle véty o dvou straznicich 17, vezmeme-li a, = 1,b, = /n,c, = {/c, dostaneme
limn_)oo {L/E = 1.

(2) 0<c<1:Jelim {/c=lim —=, 1 > 1. Zbytek dostaneme z (a).

c

2.3 Nevlastni limita posloupnosti
Definice 34. Rekneme, 7e posloupnost {a,,} m4 limitu rovnou oo (éteme plus nekonec¢no),
jestlize

VK eRdIngeNVReN, n>ng:a, > K.
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Limita posloupnosti

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou —oo (éteme minus nekoneéno), jestlize

VKeRIngeNVREN, n>ng:a, < K.

Ma4-1i posloupnost limitu rovnou plus nebo minus nekoneénu, fikdme, Ze ma nevlastni
limitu. Jestlize ma posloupnost limitu rovnou oo, pak fikime, Ze diverguje k oco. Jestlize
ma posloupnost limitu rovnou —oo, pak fikime, Ze diverguje k —oo.

Priklad. Ukazeme, Ze lim, ,,,n = oco. Zvolme K € R. Podle véty 7 nalezneme ng € N
takové, ze ng > K. Potom Vn € N,n > ng plati n > ng > K. Odtud plyne lim, o, n = oo.

Oznaceni. R* = RU {—o00, +00}.

Necht {a,} je posloupnost, kterd md limitu rovnou
A € R* a zdrovert md limitu rovnou B € R*. Potom plati A = B.
Diikaz. Sporem. Piedpoklddejme, 7e A # B. BUNO A < B. Rozli$ime nasledujici piipady:
(1) A= —o0,B € R,
(2) A= —o00,B = 0,
(3) AeR,B€R,
(4) AeR,B = oc.

Ukézeme pi¥ipad (1), v ostatnich se postupuje analogicky. Zvolme ¢ = 1. Nalezneme n; € N
takové, ze
YneN,n>n;:la,— Bl <e=1.

Zvolme K = B — 1. Nalezneme ng € N, takové Ze

VneNn>ng:a, <K=B-1.

Polozme m = max {ni,ny}. Pak plati a,, < B — 1 < ayy, coz je spor. O

Poznamka 15. Oznaceni. Symbol lim,_, a, bude znacit vlastni nebo nevlastni limitu
posloupnosti {ay}, pokud existuje. Nékdy budeme pouZivat jen symbol lim a,,. Nékdy také
piSeme a, = A,n — oo.

Poznamka 16.
je vlastni, tj. lima, € R
) existuje ¢ . 00
lim a,, je nevlastni, tj. lima, =
—00
neexistuje

Pokud m4 vlastni limitu, fikdme, Ze konverguje. V ostatnich pfipadech diverguje.
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Limita posloupnosti
Poznamka 17 (Rozsifend redlni osa R*).
e usporadani na R*
—00 < 00, Va€eR:—x <a, Va € R < oo,

tedy < na R* je linearni

e scitani na R*
—(00) = —0o0, —(—00) = o0, VaeR:a+00=00+a=o00,
obdobné pro
VaeR:a+ (—00)=—-00+a=—-00, 00+00=00, —00+(—00)=—00.

Vyraz oo — oo neni definovan.
e nisobeni na R*
VaeR*;a>0:a-(+o0

)
Va € R*,a <0:a-(+o0)

0o t=0, (—o00)7'=0.

= (£o00) - @ = %00,
= (£o00) - a = Foo,

Necht’ {an} a {bn} jsou posloupnosti, lima, = A € R*
a limb, = B € R*. Potom plati:

(a) lim(a, + b,) = A+ B, pokud je vyraz na pravé strané definovdn,
(b) lim(a, - by) = A- B, pokud je vijraz na pravé strané definovdn,
(c) je-li b, # 0 pro vsechna n € N, pak lim‘g—: = %, pokud je vyraz na pravé strané

definovdn.

Diikaz. DokéZzeme piFipad (a), ostatni analogicky. Pokud A, B € R, pak znéni plyne z véty
14. Diky komutativité stac¢i dokazat tvrzeni v néasledujicich pripadech:

Provedeme pouze diukaz pfipadu (ii). Zvolme K € R. Nalezneme nj,ng € N spliujici

VneN,n>mn;:|b,—B| <1,
VYneN,n>ng:a,>K—B+1.
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Polozme ng = max {ni,n2}. Potom pro kazdé n € N,n > nyg, plati

an+bp>(K-—B+1)+(B-1)=K.

O
Poznamka 18. U zkousky budou vyZadovény i zbyvajici ¢asti tohoto diukazu.
Priklad.
(1) limn? = lim(n - n) = 0o - 0o = o0,
(2) Necht a,, =n+ a, b, = —n. Pak lima,, = oo, lim b,, = —o0, lim(a,, + b,) = &, nebot je

to konstantni posloupnost, o € R.

Poznamka 19. Plati nasledujici. Necht {a,} a {c,} jsou posloupnosti spliiujici
(a) existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N,n > ny plati a,, < ¢y,
(b) lima, = oco.

Potom lim ¢,, = oc.

Necht {an} a {bn} jsou posloupnosti spliujici:

pro kazdé n € N plati b, # 0,

lima, =A€eR* a A>0,

limb, =0,

existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N,n > ng, plati b, > 0.

Potom lim ‘;—” = 00.
mn

Dikaz. RozliSime dvé moznosti:

(1) A€ R,A>0. Zvolme K € R. Polozme ¢ = 1 A. Potom ¢ € R,e > 0. Nalezneme nq € N
takové, ze )
VneN,n>n; : |a, — A <5=§A,

tj. an € (%A, %A) Polozme L = max {K, 1}. Nalezneme ny € N takové, Ze

1A
VnEN,n2n23|bn—0|<2Ta

tj. b, € (—A A). Polozme n* = max {ng, n1,n2}. Potom pro kazdé n € N,n > n*

)

n

b

SEES

> > =L>K.

Qe (oI
S
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(2) A= o00. Zvolme K € R. Nalezneme n; € N takové, zZe
VYneN,n>n;:a, > 1.

Polozme L = max {K, 1}. Nalezneme ny € N takové, Ze

1
‘v’neN,nZn2:|bn—0|<z.

Polozme n* = max {ng, n1,n2}. Potom pro kazdé n € N,n > n* plati

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 20 (Supremum a infimum v RB*). Musime rozliSovat (R, <) a (R*, <). V R* plati
sup ) = —oo a podobné inf ) = co. Je-li M C R a M neni shora omezend, je sup M = oo a
podobné je-li M C R a M neni zdola omezen4, je inf M = —oo.

2.4 Hlubsi véty o limitach

Necht {a,} je monoténni posloupnost. Potom ezistuje lim a,,. Je-li {a,} neklesajic,
pak lim a,, = sup {an,n € N}. Je-li {an} nerostouci, pak lim a,, = inf {a,,n € N}.
Diikaz. Polozme A = sup {an,n € N} a pfedpoklddejme, Ze {a,} je neklesajici. Rozliime
nésledujici moznosti:

(i) {an} neni shora omezend. Potom A = co. Zvolme K € R. Nalezneme ng € N takové,
Ze ap, > K. Potom pro kazdé n € N,n > ng plati

an > any > K.

(ii) {an} je shora omezens. Potom A € R. Zvolme ¢ € R,e > 0. Cislo A — ¢, které je
mensi nez A, neni horni zdvorou mnoziny {a,,n € N}. Nalezneme ng € N takové, Ze
Gpn, > A — €. Potom pro kazdé n € N,n > ng plati

A—e<ap,<apn<A<A+e.

Odtud plyne lim a,, = A.

Pokud je {a,} nerostouci, 1ze postupovat analogicky, ale supremum je nahrazeno infimem.
Je mozné také prejit k posloupnosti {—ay}. O
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Poznamka 21. Z dikazu pfedchozi véty plyne, Ze pro monoténni posloupnost {a,} plati:

. je shora omezena, pak lima, € R
neklesajici
. neni shora omezeni, pak lima, = co
{an} je
, | je zdola omezen, pak lima, € R
nerostouci
neni zdola omezena, pak lima, = —o0

P#iklad. Necht g € (0,1). Potom plati lim,,_,o ¢" = 0. Pro kazdé n € N plati g® > ¢"*! > 0.
Podle véty 21 existuje A € R takové, Ze lim,_, ¢" = A. Podle véty 16 plati A > 0.

"= lim g ¢" =q- 4,

n—o0

4=

odtud plyne A = 0. Pouzili jsme vétu 13. Pro uplnost uvedme jesté toto:

00 pro g > 1,
roq=1,
lim ¢" prod
n—reo 0 proq € (—1,1),

neexistuje pro g < —1.

(a) limp_yo0 ¢" = limy, 400 (1—1)n = oo dle véty 20
q

(b) lim, 00 ¢" =limy 4001 =1

(c) Pro kazdé n € N plati —|q|™ < ¢" < |q|™, coZ konverguje k nule, takze i —|q|™ konverguje
k nule, a tedy lim, ., ¢" = 0.

1 = —1,
(d) limg, 00 q2n = lim, 00 (qz)n - { ’ Podobné limy,—c0 q2n+1 = lim, 400 q -
oo g< -1
()" = “boa=Th
—00 gqg< -1

Véta 13 dava tvrzeni.

Poznamka 22 (Varovani). V pfedchozim vypoétu je krok ovéfeni existence limity podstatny.

Méjme posloupnost a3 = —1,an+1 = —a,. Pak
limap4; =lim(—a,) = -4
=lima, = A

= lima, =0,
ale tato limita neexistuje! Tento vypocet je Spatné.

Necht {a,} je omezend posloupnost. Potom existuje vybrand
posloupnost {an, }ro ,, kterd je konvergentni.
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Diikaz. Nalezneme posloupnosti {ag}, {8k} spliujici:

(a) pro kazdé k € N plati oy < B,

(b) prokazdé k € N plati [ar 41, Brr1] = [, 3 (o + Bi)| mebo a1, Brra] = |3 (cn + Br) , B,
(c) pro kazdé k € N plati, Ze mnozina {j € N, a; € [a, Bx]} je nekoneéna.

Konstrukce {a},{fr}. Posloupnost {a,} je omezens, takZe nalezneme a1,8; € R

splnujici
VneN:a <ap < fi1.

Postupujeme indukci. Predpokladejme, Ze jiz mame ag, Bx. Mnozina
S = {] € N, a; (S [ak,ﬁk]}

je nekonecna. Déle definujme

L= {J €eN,aj € [ak,%(ak,ﬁk)]},
P={jeNa e |;nm.al}.

Plati S je nekonecnd a S = L U P. Potom L nebo P je nekoncend. Pokud je L nekonecna,
klademe ayi11 = ag, fr+1 = %(ak + Bk). Pokud je L konecné, potom je P nekonecnd a

klademe a1 = % (ak + Bi), Br+1 = Br-

Limita pomocnych posloupnosti. Z konstrukce plyne, ze {ay} je neklesajici a podobné

{Bx} je nerostouci. Déle plati, Ze
VEeN:a; <o < B < B
Mame dvé monoténni posloupnosti, které jsou omezené, takze maji podle véty 21 limity

Jim o =a € [, B1]

Jlim By, = B € [a1, 5] -

Plati

f-a=Jlim (B —ow) = lim (B —0n) 277 =0

Odtud plyne o = B.

Konstrukce vybrané posloupnosti. PoloZzme n; = 1. Konstrukce indukci. Pfedpokl4-
dejme, Ze jiz mame prirozena cisla n; < ne < --- < ng a pro kazdé j € N, j < k plati
an; € [oj, Bj]. Budeme hledat ngy1. Mnozina {i € N, a; € [ax41, Br+1]} je nekonecnd podle
(c). Potom i mnozina

{i eN,i>ngAa; € [ak+1,ﬂk+1]}
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je nekone¢nd. Mame tedy nalézt ngy1 € N takové, ze ngy1 > ng a an,, € [og41, Bry1]-
Potom pro kazdé k € N plati
ak S ank S ﬁka

ale ay, i B konverguji k «, takze podle véty o dvou straznicich plati
Jim an, =a€R,
coz jsme chtéli dokazat. O

Definice 35. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢&isel. Pak definujeme

limsupa, =

n—o0

lim,, ,o sup{ag,k > n}, jestlize je a, shora omezen,
00, jestlize neni {a,} shora omezen4.

Tuto hodnotu nazyviame limes superior posloupnosti {a,}. Obdobné definujeme limes
inferior posloupnosti {a,} pfedpisem

lim inf a,, =

{limn_>oo inf {ag, k > n}, jestlize je a, zdola omezen4,
n—oo

—00, jestlize neni {a,} zdola omezen4.

Poznamka 23.
(i) Definice 35 je korektni diky vété o limité monoténni posloupnosti 21.

(ii) Misto limsup,,_,., a, nékdy piSeme lim,_,», a misto liminf a,, lim, .

Priklad.
(1) limsupn—mo(_l)n =1, liminf,, ;o = —1.
(ii) limsup,, oo (—n) = —o0, liminf, ;o (—n) = —oo.

Necht {a,} je posloupnost a A € R*.
Potom lim a,, = A prdvé tehdy, kdyZ lim sup a,, = liminf a,, = A.

Dukaz.

= e A € R: Podle véty 12 je {a,} omezend. Oznacme b, = sup {ag,k > n}, ¢, =
inf {ag, k > n}. Zvolme € € R, e > 0. Nalezneme ny € N takové, ze

VneN,n>ng: |a, — A| <e.

Potom plati
VneNn>ng:A—e<a, <A+e.
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Odtud plyne, Ze pro kazdé n € N,n > ng plati
A—ESCn Sbn SA‘I‘EI
Podle véty 16 plyne, ze

A—e< lime, < limb, <A+e,

~—— ~——

liminf ay, lim sup an,
odkud plyne lim sup,,_,., @, = limsup,,_,, an = A.
A = oo: {ayn} neni omezen4 shora, ale je omezend zdola. Dostdvdme lim sup a,, =
oo pfimo z definice. Zvolme K € R. Nalezneme ng € N takové, ze

YneN,n>ng:a, >K+1.

Potom pro kazdé n € N,n > ng plati

cn>K+1>K.

Je tedy liminf a,, = lim ¢, = occ.
A = —oo: Provedte samostatné.
A € R: limsup a,, = liminf a,, = A. Zde mame, Ze {a,} je omezend posloupnost.
Potom pro kazdé n € N plati b,,c, € R a

cn < ap < by,
ProtozZe ¢, konverguje k liminfa, = A a b, k limsupa,, = A, je podle véty o
dvou straznicich 17 lim a,, = A.

A = oo: {an} neni shora omezend, ale je zdola omezend. Potom pro kazdé n € N
plati ¢, € R a plati ¢, < a,. Protoze ¢, konverguje k liminf a,, = 00, je podle
véty o dvou straznicich 17 i lim a,, = oco.

A = —o0: Samostatné. O

Necht {z,} a {yn} jsou posloupnosti. Predpoklidejme, Ze plati

dng e NVn e Ny,n > ng : 2, < yn.

Potom lim sup x,, < limsupy, e liminf z,, < liminfy,.

Diikaz. Dokézeme jen druhou nerovnost, prvni se provede obdobné. Pokud {z,} neni zdola

omezena, potom liminf x, = —oo a dokazovana nerovnost zfejmé plati. Pfedpokladejme

tedy, ze {z,} je zdola omezend. Potom je zdola omezend i posloupnost {y,}. Potom pro
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kazdé n € N,n > ng plati
inf {zg, k > n} <inf {yg, k >n}.

Protoze leva strana konverguje k liminf x,, a prava k lim inf y,,, musi platit i liminf z,, <
lim inf y,. O

Definice 36. Necht {a,} je posloupnost. Rekneme, 7e A € R* je hromadna hodnota
posloupnosti {ay}, jestliZze existuje vybrana posloupnost {a,,}?>; z posloupnosti {a}
takova, Ze plati limg_,oo an, = A. MnozZinu vSech hromadnych hodnot posloupnosti a,
zna¢ime H ({an}).

Priklad.
(i) H{(-1)"}) ={-1,1}
(i) H ({sinn}) = [~1,1]
Necht {an} je posloupnost.

Potom limsup ay,liminfa, € H ({an}) a pro kazdé y € H ({an}) plati liminfa, <y <
lim sup a,,.

Diikaz. Ozna¢me A = lim sup a,,. Rozli§ime nésledujici pfipady:

(i) A € R: OznaCme b, = sup{ak,k > n}. Potom plati b, € R pro kazdé n € N a
{br} je nerostouci posloupnost spliiujici lim b, = A. Nalezneme rostouci posloupnost
pfirozenych é&isel {ny}r-, a rostouci posloupnost pfirozenych &isel {my}re; takové, Ze
me < ng a

2
by — ] < = (6)

e k = 1: Polozme m; = 1. Podle definice je by,, = sup {ax, k > m;}. Nalezneme

ny > mq spliujici by, > ap, > by, — %

e Indukéni krok z k na k + 1: Mame

n<ng<ng<---<ng,

mp <mo<mg<---<mg.
Nalezneme my41 € N takové, Zze my41 > ny:
bmk+1 = sup {aj7j > mk-‘rl} .

Nalezneme ng1 takové, Ze

2
bmk-H 2 Onpyy > bmk+1 - k—-i-l
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Pak podle (6) je
2
|bmk+1 - amk+1| < k—-i-l

Plati limy_,c0 b, = A = limj_,e0 (bmk _ ,%H) tak¥e lim a,, = A.
(ii) A = oo: {a,} neni shora omezena.
e k = 1: Nalezneme n; € N takové, ze a,, > 1.

o Indukéni krok z k£ na k+1: Madme n; < ng < n3 < --- < ng. Mnozina {a;,j > ng}
neni shora omezend, takze nalezneme ng1 € N,ng1 > ng takové, ze an, , > k+1.
Pro kazdé k € N plati a,, > k, ale k diverguje do oo, takZe podle véty o dvou
straznicich 17 lim a,, = co.

(iii) A = —oo: {an} neni zdola omezeni. Mame tedy lim inf a,, = —co. Podle véty o dvou

straznicich 17 je lima, = —o0, a tedy —oo € H ({an}).

Diikaz nerovnosti pro liminfa,. Ozna¢me y € H ({a,}). Pokud liminf a,, = —o0, pak
lim inf a,, = —oo0 < y. Predpokladejme tedy, Ze lim inf a,, > —o00. Potom plati

liminf @, = lim inf {ak,k > n}.

Nalezneme rostouci posloupnost pfirozenych éisel {ny}pe, takovou, Ze lim, o0 Gn, = y. Pro
kazdé k € N plati
inf {a;,7 > ni} < ap,.

Protoze an, konverguje k y a inf {a;,j > n;} konverguje k liminf ay,, plati liminf a, < y,
coz jsme chtéli dokazat. Pro limes superior postupujeme obdobné. O

Diusledek 1. Necht {a,} je posloupnost. Potom je H ({a,}) neprizdna.
Dikaz. limsupa, € H ({an}) O

Definice 37 (Bolzanova—Cauchyova podminka). Rekneme, e posloupnost {a,} splituje
Bolzanovu—Cauchyovu podminku, jestlize

Ve € R,e > 03ng € NVm,n € N,n > ng,m >ng : |ap, — an| < €.

Posloupnost {a,} md vlastni limitu prdvé tehdy, kdyz spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu
podminku.

Dukaz.

— Predpokldddme, Ze lima, = A € R. Zvolme ¢ € R, e > 0. K nému nalezneme ng € N
takové, Ze
€
VnEN,n2n0:|an—A|<§. (7
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Potom pro kazdé m,n € N, m,n > ng plati
lan — am| = lan — A+ A —ap| < |an — A| + |am — A|.
Pak podle (7) je

3

2=€.

€
|an—A|+|am—A| < 5‘1—
Zvolme € € R, e > 0. Podle BC podminky nalezneme n € N takové, ze
Vm,n € Ny,n > ng,m > ng : |a, — an| < €.

Odtud plyne

Vn e Nyn > ng: |an — an,| <&,

VneN,n>ng:ap, —€<ap<ap, +e¢.

Daéle mame
apn, — € < liminf a, <limsupa, < ap, + €.

Dostavame tak, Ze lim sup ay,liminfa, € R a 0 < limsup a,, — liminf a,, < 2¢. Plati
tedy lim sup a,, = liminf a,, € R, a tedy podle véty 23 existuje vlastni limita a,. [
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Kapitola 3

Limita a spojitost funkce

3.1

Zakladni pojmy

Definice 38. Funkce f jedné redlné proménné (déle jen funkce) je zobrazeni f : M — R,

kde M je podmnozinou mnoziny redlnych cisel.

Definice 39. Funkce f : J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdou dvojici

x1,%2 € J, x1 < x2 plati nerovnost f(x1) < f(z2). Analogicky definujeme funkci klesajici

(neklesajici, nerostouci) na intervalu J.

Definice 40. Monoténni funkci (resp. ryze monoténni funkei) na intervalu J rozumime

funkci, kterd je neklesajici nebo nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.

Definice 41. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e funkce f je

3.2

lich4, jestlize pro kazdé = € D(f) plati —z € D(f) a f(—=zx) = —f(x),
suda, jestlize pro kazdé = € D(f) plati —z € D(f) a f(—z) = f(z),

periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro kazdé = € D(f) plati z + a € D(f),
z—a€D(f)a flz+a)=flz—a)=f(z),

shora omezena na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je
f(z) <K,

zdola omezena na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je
f(z) 2 K,

omezeni na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je
|f(z)| < K,

konstantni na M, jestlize pro vSechna z,y € M plati f(z) = f(y).

Limita funkce
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Definice 42. Necht ¢ € R. Potom okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu tvaru
B(c,e) = (c—¢e,c+¢€), kde € € R,e > 0. Okolim bodu oo rozumime kazdou mnozinu
tvaru B(oo,€) = (%, oo), kde € € R,e > 0. Okolim bodu —oo rozumime kazdou mnozinu

B(—o00,¢) = (—oo, —%), kdee € R, € > 0.

Definice 43. Necht ¢ € R. Potom prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu
tvaru (c—e,c+¢)~\ {c}, kde € € R,e > 0, a kterou znalime P(c,¢). Prstencovym okolim
bodu oo rozumime kazdou mnozZinu tvaru (%,oo), kde € € R,e > 0, a kterou znacime

P(00,¢€). Prstencovym okolim bodu —oo rozumime kaZzdou mnoZinu tvaru (—oo, —%),
kde € € R,e > 0, a kterou zna¢ime P(—o00,¢).

@ Necht c1,c2 € R*, ¢; # co. Potom existuje € € R, e > 0 takové, Ze B(c1,€) N B(cg,€) = 0.
Definice 44. Rekneme, e &islo A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize

Ve e R,e>030 € R,§ > 0Vz € P(c,9) : f(z) € B(A,¢).

Necht funkce f md v bodé ¢ € R* limitu A € R* a limitu B € R*. Potom plati
A=B.

Diikaz. Pro spor pfedpoklddejme, Ze A # B. Nalezneme ¢ € R, e > 0 takové, Ze B(A,&) N
B(B,¢) = (). Nalezneme d1,d2 € R, 61,2 > 0 takové, Ze plati

Vz € P(c,01) : f(z) € B(A,¢),Vz € P(c,d2) : f(z) € B(B,¢).

Polozme d3 = min {d1,d2}. Zvolme z € P(c,d3). Potom plati ¢ € P(c, 1), a tedy f(z) €
B(A,¢). Podobné méme z € P(c,d2), a tedy f(z) € B(B,¢). Odtud plyne

f(2) € B(A,e) N B(B,¢) =0,
COZ je spor. O

Poznamka 24.
(1) Pokud existuje limita funkce f v bodé c € R*, pak ji zna¢ime symbolem lim,_,. f(z).
(2) Pokud existuje lim,_,. f(z), potom je f definovina na jistém prstencovém okoli bodu c.

(3) Limitu funkce muzeme poéitat ve vlastnim bodé ¢, tj. ¢ € R, nebo v nevlastnim bodé c,
tj. ¢ € {00, —o0}. Vysledek mize byt opét vlastni nebo nevlastni.

(4) Necht ¢, A € R. Potom plati, Ze lim,_,. f(z) = A prévé tehdy, kdyz

VeeR,e>0F€eR,I>0VzeR,0< |z —¢c|<d:|f(z)— A <e.
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(5) Necht ¢, A € R,K € R, K > 0. Potom lim,_,. f(z) = A pravé tehdy, kdyz plati

VeeR,e>036€R,6>0Vz e R,0< |z —¢| <d:|f(x) — A| < Ke.

Definice 45. Necht ¢ € R.

e Pravym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval [c,c+¢), kde € > 0, a ktery znalime
Bt(c,¢),

e levym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (c — ¢, c], kde € > 0, a ktery znacime
B~ (c,¢),

e pravym prstencovym okolim bodu c rozumime kaZdy interval (c,c+ ¢), kde € > 0,
a ktery znaéime Pt (c,¢),

e levym prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (c — ¢, ¢), kde € > 0,

a ktery zna¢ime P~ (c,¢).
Pokracujme s definici pro nevlastni hodnoty.

e Pravym okolim bodu —oo rozumime kazdy interval (—oo, —%), kde € > 0, a ktery
znadime BT (—o0,¢),

e levym okolim bodu oo rozumime kazdy interval (%, oo), kde € > 0, a ktery znacime
B~ (00, ¢),

e pravym prstencovym okolim bodu —oo rozumime kazdy interval (—oo, —%), kde
g > 0, a ktery znaéime P*(—o0,¢),

e levym prstencovym okolim bodu oo rozumime kazdy interval (%, oo), kde € > 0,

a ktery zna¢ime P~ (o0, €).

Definice 46. Necht A € R*, ¢ € RU {—oco}. Rekneme, Ze funkce f m4 v bodé ¢ limitu

zprava rovnou A, jestlize
VeeR, e>030€R, §>0Vz e Pt(c,d): f(z) € B(4,¢).
Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé ¢ € R U {oo}.

Véta 27 plati analogicky i pro limitu zleva a limitu zprava. Znaceni:
limg . f(x), resp. limg—c, f(x).
Priklad.

o Necht ¢ € R*;A € R,§ € R,0p > 0 spliiuji Vz € P(c,dp) : f(z) = A. Potom
limg. f(z) = A.

e Necht ¢ € R*. Potom plati lim,_,. z = ¢. Zvolme € € R,e > 0. PoloZme § = ¢. Potom
plati P(c,d) = P(c,e) C B(c,¢€), a tedy Vz € P(c,9) : € B(c,e€).
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@& Necht f, g jsou funkce, ¢ € R*,§y € R,y > 0 a plati

Vz € P(c,d) : f(z) = g(x).
Potom lim,_,. f(x) = A € R* pravé tehdy, kdyZ lim,_,. g(z) = A € R*.
Poznamka 26. Limita funkce v bodé méa ,lokalni charakter“.

Definice 47. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé c € R, jestlize plati lim,_,. f(z) =

f(e).
Poznamka 27. Funkce je spojitd v bodé ¢ € R pravé tehdy, kdyz plati

Ve e R,e >030 € R,§ > 0Vz € B(c,0) : f(z) € B(f(c),e).

Definice 48. Rekneme, Ze funkce f je spojita zprava (resp. zleva) v bodé c € R, jestlize
plati
lim f() = f(c) (resp. lim f(z) = F(¢))-

T—ct

Definice 49. Necht J C R je interval. Funkce f: J — R je spojita na intervalu J, jestlize
plati:

e f je spojita zprava v kazdém bodé J, ktery neni pravym koncovym bodem J,

e f je spojita zleva v kazdém bodé J, ktery neni levym koncovym bodem J.

Poznamka 28. Necht ¢ € R, A € R*. Potom plati, Ze lim,_,. f(x) = A pravé tehdy, kdyz
lim; . f(z) = A alim;., f(zx)=A.

Implikace = je ziejméa. Implikace <= : Zvolme ¢ € R, e > 0. Nalezneme 6; € R,4; > 0
takové, ze

Vz € Pi(c,01) : f(z) € B(A,¢).

Podobné nalezneme 3 € R, 65 > 0 takové, Ze

Vz € Po(c,d2) : f(z) € B(A,¢).
PoloZzme d3 = min {41, 62}. Potom méme

P(c,83) € PT(c,61) UP ™ (c,62).

Pro kazdé = € P(c,d3) plati f(z) € B(4,¢).

3.3 Véty o limitach

Necht funkce f md v bodé c € R* vlastni limitu. Pak existuje § € R,§ > 0 takové,

Ze f je na P(c,0) omezend.
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Diikaz. Oznaéme A = lim,_,. f(x). Potom plati A € R. Polozme £ = 1. K nému nalezneme
d € R, 6 > 0 takové, Ze pro kazdé x € P(c,d) : f(z) € B(A,¢), neboli

Vz € P(c,0): f(x) e (A—1,A+1).
Tedy f je omezend na P(c,?). O
Necht A,B,c € R*, limg,. f(z) = A a lim;,.g(z) = B.
Potom plati:
(a) limg_,.(f(z) + g(z)) = A+ B, pokud je vjraz na pravé strané definovdn,
(b) limg_,. f(z)g(z) = AB, pokud je vyraz na pravé strané definovdn,

(c) limg_,. % = %, pokud je vijraz na pravé strané definovdn.

Dikaz.

(b) Pfipad A, B € R: Podle véty 28 nalezneme K € R, K > 0 takové, Ze existuje &y €
R, §p > 0 spliujici
Vz € P(c,d) : |f(z)] < K.

Zvolme ¢ € R,e > 0. Nalezneme 61,92 € R, d1, 2 > 0 takova, ze plati

Vz € P(c,01) : |f(z) — A| <e,
Vz € P(c,02) : |g(z) — B| <e.

Polozme § = min {dp, d1,d2}. Pro kazdé = € P(c, ) plati

|f(z)g(z) — AB| = |f(x)g(z) — f(z)B + f(z)B — AB|
< |f(@)(g(z) — B)| + |(f(z) — A)B|
< Ke+¢|B| = (K + |B|)e.
Odtud plyne lim,_,. f(x)g(z) = AB.
(c) Pfipad A = 00, B € R, B > 0. Potom % = 00. Zvolme € € R, e > 0. K nému nalezneme

01,09 € R, 81,02 > 0 takova, ze plati

Vz € P(c,01): f(z) € B (oo, %5) ,

Vz € P(c,d2) : g(x) € B (B, %B) .

Polozme ¢ = min {1, d2}. Pro kazdé = € P(c,d) plati

I 2 _ 41
gz) =~ 3B 3¢ ¢

ti. £ € B(oo,¢). 0
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Poznamka 29. Véta 29 plati analogicky i pro jednostranné limity.

Disledek 2. Necht ¢ € R a f, g jsou spojité funkce v bodé c. Potom také f + g a fg jsou
spojité v bodé c. Pokud navic g(c) # 0, pak i funkce 5 je spojita v c.

Priklad. Funkce x — ¢,z € R a £ — x,x € R jsou spojité na R. Odtud a z disledku 2
plyne, Ze kazdy polynom je spojity v kazdém bodé z R.

Necht A € R*, A >0, c € R*, lim,_,. g(x) =0, lim,_,. f(x) = A a existuje n € R,
n > 0, takové, Ze pro kaZdé x € P(c,n) plati g(z) > 0. Potom plati
lim /()

T g(m)

Diikaz. Rozlisime dva pripady
i. A € R: Zvolme ¢ € R, e > 0. K nému nalezneme 41,02 € R, 41,02 > 0 takova, Ze
1
Vx € P(c,01) : |f(z) — Al < §A’
1
Vz € P(c,02) : |g(z) — 0] = |g(z)| < §As.
Polozme ¢ = min {d1, d2,n} . Potom pro kazdé x € P(c, ) plati

fl@) 34 1
9@) ~1ac T &

tj. % € B(o0,¢). Potom tedy lim,_,. % = 00.
1i. A = 0o: Zvolme € € R, e > 0. K nému nalezneme 41,62 € R, d1, 2 > 0 takova, Ze
Vz € P(c,01) : f(z) € B(oo,¢),
Vz € P(c,d2) : g(z) € B(0,1).
PoloZme § = min {41, d2,n}. Potom pro kazdé = € P(c, ) plati

1
=

f(z)
9()

= o=

—

Odtud plyne lim,_.. % = 00. O

Necht ¢ € R* a funkce f a g maji limity v c.

(a) Necht
lim f(x) > lim g(z).
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Pak existuje § € R, 6 > 0, takové, Ze plati

Vz € P(c,9) : f(z) > g(x).

(b) Necht existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze plati
Vz € P(c,9) : f(z) < g(x).

Potom plati
lim f(z) < lim g(=).

T—C

Diikaz. Oznalme A = lim,_,. f(z), B = lim,,. g(z).

(a) Nalezneme € € R,e > 0 takové, ze B(A,e) N B(B,¢e) = 0. Potom pro kazdé y; € B(A,¢)
a yo € B(B,¢) plati y; > yo. Nalezneme §1, 2 € R, §1,02 > 0 takova, Ze

Vx € P(c,01) : f(z) € B(4,¢),
Vz € P(c,d2) : g(x) € B(B,¢).

PoloZzme ¢ = min {41, d2}. Potom pro kazdé z € P(c,d) plati f(z) € B(4,¢),g9(z) €
B(B,¢), a tedy f(z) > g(z).

(b) Pro spor pfedpokladejme, ze A > B. Podle jiz dokdzaného bodu (a) nalezneme n €
R,n > 0 takové, ze

Vz € P(c,n) : f(z) > g().
Zvolme z € P(c, min {d,n}). Potom plati
f(z) > g(z) =2 f(2),
coz je spor. (Druhé nerovnost z pfedpokladu.) O
Necht Ac R*, ne R, n >0, a funkce f, g a h spliuji:
» Vz € P(c,n) : f(z) < h(z) < g(x),
o limy . f(z) = limy . g(z) = A.

Potom ezistuje lim,_,. h(z) a rovnd se A.

Diikaz. Zvolme € € R, > 0. K nému nalezneme 41, d2 € R, §1,2 > 0 takovi, Ze

Vz € P(c,01) : f(z) € B(A,¢),
Vz € P(c,02) : g(z) € B(A,¢).

Polozme § = min {01, d2,7}. Potom pro kazdé = € B(c,d) plati f(z),g(x) € B(A,¢€) a navic
f(z) < h(z) < g(z), tedy h(z) € B(A,¢e). Odtud plyne, ze lim,_,. h(z) = A. O
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Poznamka 30. Pokud A = oo, staci straznik f. Podobné pro A = —oo.

Dusledek 3. Necht ¢ € R*, lim,_,. f(z) = 0 a existuje n € R,n > 0 takové, Ze funkce g je
na P(c,n) omezené. Potom lim,_,. f(z)g(z) = 0.

Diikaz. Nalezneme K € R,K > 0 takové, ze Vx € P(c,n) : |g(z)] < K. Plati také
lim, . |f(z)| = 0. Potom Vz € P(c,n) plati

—K|f(2)| < f(2)9(z) < KI[f(2)|.

Odtud podle véty o dvou straznicich mame lim,_,. f(z)g(x) = 0. O

Necht zo,y0 € R*, f,g jsou funkce, limy_,z, g(x) = yo,
limy_,, f(y) existuje a je splnéna alespori jedna z podminek:

(P) 3n € R,n > 0 Vz € P(xzo,n) : g(z) # Yo,
(S) f je spojitd v bodé yy.
Potom plati

T—T0

lim (f 0 g)(z) = lim f(y).

Dikaz. Oznacme A = lim,_,,, f(y). Chceme lim,_,;, f(g(z)) = A.

(P) Zvolme € € R,e > 0. K nim nalezneme ¢ € R, > 0 takové, Ze
Yy € P(yo, ) : f(y) € B(4Ae).
K 9 nalezneme §’' € R, > 0 takové, Ze plati
Vz € P(z0,9) : g(x) € B(yo,)-

Necht n € R,n > 0 spliiuje podminku (P). Polozme § = min{¢,n}. Pro kazdé
x € P(wo,0) plati g(x) € B(yo,¥) a g(z) # yo, tedy g(x) € P(yo,?). Odtud plyne
f(g(z)) € B(4,¢).

(S) Zvolme € € R,e > 0. K nému diky (S) nalezneme ¢ € R,y > 0 takové, zZe
Vy € B(yo, ¥) : f(y) € B(f(y0); €);
nebot A = f(yp). K ¢ nalezneme 6 € R, > 0 takové, Ze
Vz € P(w0,6) : g(z) € B(yo,¥).

Potom pro kazdé = € P(zo,0) plati f(g(x)) € B(f(yo),e) = B(4,¢). O

Dusledek 4. Jestlize je funkce g spojitd v bodé ¢ € R a funkce f je spojitd v bodé g(c),
potom je funkce f o g spojita v bodé c.
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Poznamka 31. Plati i varianty véty 33 pro jednostranné limity, napf.: Necht xg,yo €

+ f(y) existuje a je splnéna alespon

R~ {—o0}, £, g jsou funkce, limz_mg g9(z) = yo,limy_)yO

jedna z nasledujicich podminke:
(P) 3n € R,n > 0Vz € Pi(z0,7) : g() > yo,
(S) f je spojitd v bodé yo,
potom limx_mau f(g(z)) = hmy—mi{ f(y).
Necht c, A € R* o f je funkce. Pak jsou ndsledujici vgroky ekvivalentni:
(1) limgs. f(z) = A.
(ii) Pro kaZdou posloupnost {x,} splriiujici
e VneN:z,#ca
o lim, yooxyn =c

plati lim, o f(z,) = A.

Drikaz.

= Necht {z,} je posloupnost spliiujici
e VneN:z, #c,
o lim, .oz, =c.

Chceme ukézat, Ze lim, oo f(2n) = A. Zvolme € € R,e > 0. Diky (i) nalezneme k ¢
¢islo § € R, 4 > 0 takové, Ze

Vz € P(c,9) : f(z) € B(4,¢).
K 6 nalezneme ngy € N takové, ze
Vn € Nyn > ng : z, € B(c,9),
nebot lim,,_,o T, = c. Pak méime
Vn e N,n > ng : z, € P(c,9).
Potom z predchoziho plyne
Vn e Nyn >ng: f(z,) € B(4,¢).

Odtud limy, e f(zn) = A.

<= Obménou. Pfedpoklddejme negaci (i):

Je e R,e >0V6 € R,0 > 03z € P(c,d) : ~(f(z) € B(A,¢)).
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Necht ¢ € R,e > 0 a podle — (i) spliiuje
Vo €R,6 > 03z € P(c,9) : ~(f(z) € B(A,¢).

Pro kazdé n € N nalezneme z,, € P (c, %) takové, ze —(f(zn) € B(A,¢)). Potom pro
kazdé n € N plati x,, # c¢. Ddle mame lim,, o ,, = ¢. Zvolme 7 € R,7 > 0. K nému
nalezneme ng € N spliujici nlo < 7. Potom pro kazdé n € N,n > ng plati

zn € P (c, %) cP (c, nio) C B(e, 7).

Neplati vSak limy,_,o f(2,) = A, nebot pro kazdé n € N mame —(f(z,) € B(4,¢)). O
Poznamka 32. Lze formulovat varianty Heineovy véty, napt.: Necht ¢ € R a f je funkce.
Pak jsou vyroky () a (i7) ekvivalentni:

(2) f je spojitd zprava v bodé c,

(#3) pro kazdou posloupnost {z,} splitujici
e VYneN:zx, >c,
o lim, ooz, =c,

plati lim, o f(zn) = f(c).

Priklad. Uvazujme funkci f(z) = sinl,z € R\ {0}. Polome z, = L ,n € N, y, =

nm’
1

5——=,n € N. Plati x,, # 0, y, # 0 pro vSechna n € N. Navic je

2nm+75
nlglolo flzn) = nll)ngo sin(nm) = 0,
: . s
Jim ) = Jim (20m+ 5 ) =1,

tedy lim,_,o f(x) neexistuje.

Necht a,b € R*, a < b, f je monoténni funkce na
intervalu (a,b). Potom existuji lim,_,,+ f(z) a lim,_,,— f(x), pricemZ plati:

(a) je-li f na (a,b) neklesajici, pak

lim f(z) = inf £((a,5)) a lim f(x) = sup f((a,b)),

z—b—
(b) je-li f na (a,b) nerostouct, pak

lim_f(z) = sup f((a,b)) a lim f(z) = inf f((a,b)).

T—b—

Dikaz.
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(a) Ozna¢me m = inf f((a,b)). Pfedpoklddejme, Ze m € R. Zvolme € € R,e > 0. Podle
definice infima neni ¢&islo m + ¢ doln{ zadvorou mnoziny f((a,b)). Nalezneme z’ € (a, b)
takové, ze m < f(z') < m + €. Nalezneme § € R,d§ > 0 takové, ze P*(a,d) C (a,z’).
Potom pro kazdé x € P*(a,d) plati, Ze a < z < 7/, a tedy

m—e<m< f(z) < f(') <m+e.

Potom méme f(x) € B(m,¢). Podobné postupujeme, pokud m = —oo.

(b) Obdobneé. O

3.4 Funkce spojité na intervalu

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b] a predpoklddejme, Ze
f(a) < f(b). Potom pro kazdé C € (f(a), f(b)) existuje £ € (a,b) takové, Ze f(§) =C.

Diikaz. Necht C € (f(a), f(b)). Polozme M = {z € [a,b], f(z) < C'}. Mnozina M je ne-
prazdnd (a € M) a shora omezend, nebot M C [a,b]. Oznaéme & = sup M (pouzivame

vlastnost suprema). P¥ivedeme ke sporu moznost, ze f(§) < C'i f(&) > C.

(¢) Pro spor predpoklddejme, ze f(£) < C. Plati tedy, Ze £ < b. Funkce f je v £ spojitd
zprava. Podle véty 31 (a) nalezneme § € R, > 0 takové, Ze

Vz € [§,€+0): fz) <C.

Potom méame, Ze [£,£ + §) C M, coz je spor.

(#4) Pro spor pfedpokliddejme, ze f(£) > C. Potom & > a. Funkce f je zleva spojita v &.
Podle véty 31 (a) nalezneme 6 € R,d > 0 takové, Ze

Ve e (£—46,€]: f(z) > C.
Potom M C [a,& — ], coZ je spor (£ — & < £ a & je horni zévora). O
Véta 36 plati i v pfipadé, ze f(a) > f(b).
Necht M C R a plati
Ve,ye MVzeR: z<z<y = z€ M.

Pak M je interval.

Diikaz. Pokud M = (), pak M je interval. Pfedpoklddejme tedy, ze M # (). PoloZme
a = inf M,b = sup M. Ovéfime, Ze interval (a,b) C M C (a,b) U {a,b}. Nejprve ovéfime
(a,b) € M. Zvolme z € (a,b). Nalezneme prvky z,y € M spliujici z < z a z < y. Podle
podminky ze znéni méme z € M. Nyni ovéfime M C (a,b) U {a, b}. Zvolme z € M. Potom
a < z < b. Odtud plyne z € (a,b) U {a, b}. O
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Necht funkce f: J — R je spojitd na intervalu J. Potom je f(J) interval.

Diikaz. Pouzijeme lemma 2. Pfedpoklddejme, Ze y1,y2 € f(J) a z € R spliuji y1 < z < ya.
Nalezneme x1, z2 € J takové, Ze f(x1) = y1, f(z2) = ya. Podle véty 36 nalezneme & € (z1,x2)
(resp. & € (x2,21)) spliiujici f(€) = z (f je spojitd na J, a tedy i na [z1,z2], resp. [z2,z1]).
Méme tedy z € f(J). Podle lemmatu 2 je f(J) interval. O

Necht f je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom je f na [a,b] omezend.

Driikaz. Pro spor predpokladejme, Ze f neni omezend shora. Pro kazdé n € N nalezneme
Zn € |a,b] takové, Ze f(zy,) > n. Diky Weierstrassové vété nalezneme vybranou posloup-
nost {Zn, } ooy z {@n}neq- Pak limg_yo0 2n, = 2* € [a,b]. Z varianty Heineovy véty plyne
limg o0 f(2n,) = f(z*) € R, Vk € N: f(zp,) > ng > k. Odstud plyne limy_,o f(2p,) = o0,
COZ je spor. O

Poznamka 34. V dikazu véty 38 jsme uzili nasledujici variantu Heineovy véty: Necht
I CR jeinterval a f : I — R. Pak je ekvivalentni:

(i) f je spojité na I,

(ii) pro kazdé c € I a kazdou posloupnost {z,} prvka intervalu I spliujici lim, 00 , = ¢

plati lim, o f(zn) = f(c¢).

Definice 50. Necht M C R, z € M a funkce f je definovéna alesponi na M (tj. M C D(f)).
Rekneme, 7e f nabjva v bodé  maxima (resp. minima) na M, jestlize plati

Yye M: f(y) < f(z) (resp. Vy € M : f(y) > f(z)).

Bod z nazyvime bodem maxima (resp. minima) funkce f na mnoziné M. Symbol maxjs f
(resp. minys f) oznacuje nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce f na mnoziné M
nabyva (pokud takovd hodnota existuje).

Definice 51. Necht M C R, z € M a funkce f je definovéna alesponi na M (tj. M C D(f)).
Rekneme, Ze funkce f méa v bodé z

¢ lokalni maximum vzhledem k M, jestliZe existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé
y € P(z,6)N M plati f(y) < f(2),

¢ lokalni minimum vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé
y € P(z,0) N M plati f(y) > f().

Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom f nabjvd
na [a,b] svého mazima a svého minima.

Diikaz. Dokézeme existenci maxima. Podle véty 38 je f omezend na intervalu [a, b], a proto
G = sup f([a, b]) je prvkem R. Pro kazdé n € N nalezneme z,, € [a, b] spliujici f(z,) > G —%.
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Pomoci Weierstrassovy véty nalezneme vybranou posloupnost {z,, }7- ; z {zn},; takovou,
ze limy, o0 Zp, € R. Potom plati, Ze z* = limz,, € [a,b]. Dale mame, Ze lim,_, f(z,) = G,
nebot

VnEN:G’—%<f(wn)§G,

a tedy lim,_ o f(zn,) = G. Podle Heineovy véty mame, Ze lim,_,o f(zp,) = f(z*). Odtud
f(z*) =G. O

Necht f je spojitd a rostouci (resp. klesajici) funkce na

intervalu J. Potom funkce f~' je spojitd a rostouci (resp. klesjici) na intervalu f(J).

Diikaz. Funkce f je rostouci, a tedy prostd. Funkce f~! je tedy dobie definovans na f(J).
Mnozina f(J) je interval podle véty 37. Je-li f rostouci (resp. klesajici), pak je snadné ukézat,
7e f~1 je rostouci (resp. klesajici). Pfedpoklddejme, Ze yo € f(J) neni pravym koncovym
bodem intervalu f(J). Budeme dokazovat, Ye f~! je spojit4 zprava v bod& yo. Oznaéme
zo = f (o). Zvolme ¢ € R,e > 0. Bod yo neni pravy koncovy bod f(J), a tedy z¢ neni
pravy koncovy bod J, nebot f je rostouci. Nalezneme z1 € (zo,zo + ) N J. Nalezneme
5 € R,6 > 0 takové, Ze f(x1) = yo + 6. Pak pro kazdé y € [yo, yo + 0) plati zg = f~1(yo) <
F7H(y) < fH o+ 8) = @1, takie F1(y) € [v0,21) C B(zo,€) = B(f (), ¢)- Spojitost
zleva v bodé, ktery neni levym koncovym bodem f(J), by se dokazovala analogicky. O
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Kapitola 4

Elementarni funkce

Ezxistuje prdveé jedna funkce exp: R — R splriujici

(E1) Va,y € R : exp(z +y) = exp(z) - exp(y),
(E2) lim S2@ =1 _

z—0 x
4.1 Vlastnosti exponencialni funkce
(E3) exp(0) =1

Podle (E1) plati exp(0) = exp(0 + 0) = exp(0) - exp(0), neboli exp(0) = exp(0)?, tedy

exp(0) je bud 0 nebo 1. Kdyby exp(0) = 0, potom pro kazdé xz € R plati

exp(z) = exp(z + 0) = exp(z) - exp(0) =0,

coz je spor s (E2).

(E4) Vz € R : exp(z) - exp(—z) =1

Pro z € R plati:

1 =exp(0) = exp(z + (—z)) = exp(z) - exp(—2x).

(E5) Vn € ZVzx € R : exp(nz) = exp(z)™

e n=0:proz € R je exp(0 - z) = exp(0) = 1 = exp(x)°

e n~~n+l:prox €R je

exp((n + 1)z) = exp(nz + ) = exp(nz) - exp(z) = exp(z)" - exp(x)

= exp(z)"
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e n€Z,n<0:proz€Rje

1 1

exp(—nz) - exp(z)™"™ = exp()"

exp(nz) = exp(—(—nz)) =

(E6) Vz € (0,00) : exp(z) > 1

Z vlastnosti (E2) plyne, Ze existuje § € R, > 0 takové, ze
Vz € (0,6] : exp(z) — 1 > 0.
Polozme k = [%]. Potom miZeme psat
z=kéi+2z z€]0,9).
Potom méme

exp(z) = exp(kd + z) = exp(kd) - exp(z) = exp(6)* -exp(z) > 1,
———
>1 pro k>1
pokud k£ =0, pak z > 0.
(E7) Vz € (—00,0) : exp(z) € (0,1)

Plyne z (E4) a (E6).

(E8) exp je rostouci na R

Zvolme z,y € R,z < y. Polozme k = y — z. Potom k > 0 a plati

exp(y) = exp(x + k) = exp(z) - exp(k) > exp(x).
>0 >1

(E9) limy,o0 exp(z) = 00

Podle véty 35 (a) lim,_,o exp(z) existuje, nebot exp je rostouci. Podle Heineovy véty
plati, Ze lim,_,~ exp(n) = lim,_, exp(z). Navic mame

lim exp(n) = nli_)rgo(exp(l))" =00, (E6) = exp(1) > 1.

n—o0

(E10) limz—,_ooexp(z) =0

Plyne z (E9) a (E4):

lim exp(z) = lim _ 1. 0
——00 z——oc0 exp(—x) 00

— 47—



Elementéarni funkce

g(z) == Jlim g(z) = oo
f(y) = exp(y) Jim f(y) = oo

je splnéna podminka (P)

(E11) exp je spojitd na R

spojita v 0:

-1
lim exp(z) = lim (% -:c—i—l) =1-0+1=1=exp(0)
z—0 z—0 xT
spojita na c € R:

glci_)mcexp(:v) = glcig%:exp(a: —c+c) = glci_)mcexp(x —c¢)-exp(c) =1-exp(c) = exp(c)

(E12) H(exp) = (0,00)

Diky vété 37 a (E11) mame, ze H(exp) = exp(R) je interval. Vime, Ze plati H(exp) C
(0,00). Z (E9) a (E10) plyne H(exp) = (0, 00).

Oznaceni. Eulerovo éislo e = exp(1).

Definice 52.

(a) Funkce log: (0,00) — R je definovina jako inverzni funkce k funkci exp. Nazyva se
prirozenym logaritmem.

(b) Je-li a € (0,00) \ {1}, pak definujeme log,: (0,00) — R pFedpisem

log x

1 = .
08a ¥ loga

(c) Necht a € R,a > 0 a b € R. Potom definujeme re4lné ¢&islo a® predpisem a’® =
exp (b loga).

d) Necht a € R,a > 0. Potom funkci x — a%, z € R, nazyvime obecnou mocninou.
Yy

4.2 Vlastnosti logaritmu

(L1) D(log) = (0, 00)

Plati totiz #H(exp) = (0, 00).
(L2) H(log) =R
Plati totiz D(exp) = R.

(L3) log(1) =0
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Je totiz exp(0) = 1.

(L4) Vz,y € (0,00) : log(zy) = logx + logy

Pro z,y € (0,00) oznacme a = logz,b = logy. Potom

log(zy) = log(exp(a) exp(b)) = log(exp(a + b)) = a+ b =logz + logy.

(L5) Vz € (0,00) : log L = —logz

Plati 1 1
0 = log(1) = log <a: . 5) = log(x) + log (;) ,

odkud mame log% = —logz.

(L6) Vn € ZVz € (0,00) : log(z™) = nlogz

e n=0: plati
e n~n+1l:(neNU{0}),z e (0,00)

n+1)

log(z = log(z" - ) = log(z") + log(x) = nlogz + logz = (n + 1) log z.

e neZn<0:ze(0,00)

log(z™) = log <a%) = —log(z™) = (1) - (—n) -logz = nlogx.

(L7) log je rostouci na (0, 00)

exp je rostouci na R

(L8) limg_yo0 logz = 00

Z véty o limité monotdénni funkce, faktu ze log je rostouci a toho, ze H(log) = R plyne,

ze limy_, o0 log z = 00.

(L9) lim, .o+ logz = —o0

Podobné jako v (L8).

(L10) log je spojitd na (0, 0o)

Plyne ze spojitosti exp, (E5) a véty 40.

(L11) limg_,; 82 =1

z—1

Vezméme si

_ exp(y) =1 . _
fo)=—, limy f(y) =1
g(z) =logz li_)m1 g(x) = 0 je splnéna podminka (P),
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odkud méame
lim fog(z) =1,

tedy Ze
1 —1 -1
i &PUogz) —1 . z-1_

z—1 log x z—1 logz

Poznamka 35.
(i) Proa€eR,a>0,n€Zje

n

a" = exp(nloga) = exp(log(a™)) = a”,

tedy definice obecné mocniny je kompatibilni s (L6).

(ii) Pro n € N je funkce

z— Yz
e pro n sudé rovna inverzni funkci k f(z) = 2",z € [0, ),
e pro n liché rovna inverzni funki k h(z) = 2™,z € R.
Plati z — {/z je spojitd na svém definiénim oboru (podle véty 40).
FEzistuje prdvé jedno kladné rediné &islo (budeme

ho znaéit w) a prdvé jedna dvojice funkci sinus (sin) a kosinus (cos), které maji ndsledujict
vlastnosti:

(G1) pro kazdé xz,y € R plati

sin(x + y) = sinz cosy + cosz siny,

(G2) pro kazdé x,y € R plati

cos(z +y) = cosx cosy — sinz siny,

(G8) sin je lichd a cos je sudd funkce,

(G4) sin je rostouct na [0,%], sin(0) =0, sin (§) =1,

sin z
=1.

(G0 14~

4.3 Vlastnosti sinu a kosinu
(G6) cos(0) =1
Zvolme z € (0, 5). Podle (G1) plati

sinz = sin(z + 0) = sinz cos 0 + cos zsin 0 = sin x cos 0,
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a protoze sinz # 0 pro z € (0, ), je

cos0=1.

(G7) Vz €R :sin?z +cos’z =1

Plati

1 = cos(0) = cos(z — x) = cos z cos(—z) — sin zsin(—2z) = cos® z + sin? z.

(G8) Vx e R:|sinz| <1A|cosz| <1

Plyne z (G7).
(G9) cos(5) =0
Podle (G7) mame

A o (T
— — :1
sin (2)+cos (2> ,

ale sin? (7) je podle (G4) rovno 1, takze

2 (T _ T\ =
cos <2> 0=>cos<2) 0.

(G10) Vz e R:sin(z + 5) = cosz
Z (G1) a (G9) plyne

si ( +7T)—s' cos(ﬂ-)—i-cos si <7r)—c0s
1n:c2—1n:v 5 z1n2— .

(G11) Vz e R:cos(z + §) = —sinz

Z (G2) plyne

™ ™ . ., .
COS .’L'+§ =COS£L‘COS§—S111.’138111§=—S111.’13.

(G12) sinus a kosinus jsou 27 periodické

Z (G10) a (G11) plyne

. . 3 ™ 3
sin(z + 27) = sin m+§7r+§ = cos x+§7r

. T .
= —sin(z + 7) = — cos (a:—i— 5) =sinz.

cos(x + 2m) = cos z analogicky.

(G13) sinus a kosinus jsou spojité na R
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sinus je spojity v nule:

ST =1-0=0=sin0.

lim sinz = lim
z—0 z—0 X

kosinus je spojity v nule:

lim cosz = lim cos z + ) = lim ( cos® i sin? z
70 =) 2 2] 250 2 2

= lim <1—2sin2 (g)) —=1-2.02=1 = cos.

spojitost sinu v g € R:
Jim sinz = lim sin ((z — z0) + o)

= zlggo (sin(z — xo) cos zp + cos(z — zp) sin zg)

=0-cosxg + cos0 - sin g = sin xg.

spojitost kosinu v zg € R: obdobné s pomoci (G2)

(G14) {z € R,sinz =0} = {km,k € Z} a {z € R,cosz =0} = {5 + km, k € Z}

Plati
Vr € (O,g) :sinx >0 Vz € (—g,O) :sinx < 0.
Déle pro z € (§,7) je
. ™ .
sinx = cos (iL‘ - 5) = —sin(z — 7).

Podobné kdyz x € (7r, 37’7), méame sinx = —sin(z — 7). Odtud dostédvime, Ze nulové

body jsou prévé v 0, 3,7 a 37“ Pro kosinus dostaneme z (G11) posunutim o 7.

Definice 53. Funkce tangens (zna¢ime ji tg) a kotangens (zna¢ime ji cotg) definujeme

predpisy
tg(w)zsmx, $€R\{E+kﬂ';kEZ},
cosT 2
coszT
t = , e R~ {km; keZ}.
cotg(x) s x ~ {km }

Goniometrickymi funkcemi rozumime sin, cos, tg, cotg.

Definice 54. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan-
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gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nésledovné:

Q
L]
a
a
Q
(=
oQ
Il

Funkce log, exp, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité na
svyjch definic¢nich oborech.

Diikaz. Spojitosti funkci log, exp, sin, cos jsme jiz dokazali. Funkce tg a cotg dostaneme

pomoci véty o artimetice limit. Zbyva tedy dokazat spojitost funkei arcsin, arccos, arctg,
arccotg. To dostaneme podle véty 40. O
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Kapitola 5

Derivace

5.1 Definice a zakladni vztahy

Definice 55. Necht a € R a f je funkce. Existuje-li limita

Lo fat+h) — f(a)

h—0 h

Y

pak jeji hodnotu nazyvame derivaci funkce f v bodé a. Obdobné definujeme derivaci
zprava a derivaci zleva funkce f v bodé a pfedpisy
flath) = f@) . fa+h)~fe)

lim
h—0t h ’ h—0— h

Derivaci zleva v bodé a derivaci zprava v bodé nazyvame jednostrannymi derivacemi.

Oznaceni. Pokud derivace existuje, je uréena jednoznacné (disledek véty 27). Pouzivime

mageni f'(a), (), ' (a).

Poznamka 36.

1. Derivace

existuje,

(a) je vlastni, tj. € R,
neexistuje

. . Joo
je nevlastni
—00.

it. f'(a) = 35 € R,d > 0: f je definovdna na okoli B(a,?)
iti. f'la)=AeR* < fl(a)=f_(a) = AR
F@=F@) _ lim, o f(a-l—h’)l—f(a)

. limg—yq ==

v. Derivace je lokalni pojem.
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Poznamka 37 (Derivace a tecna). Necht a € R, f je funkce a f’(a) € R. Te¢nou ke grafu
f v bodé [a, f(a)] rozumime funkci

t:x e fla)+ f'(a)(z — a).

Plati
@) - t) | f(@) -~ f(@) - f@)(z — a)
= (12219 o) = @) - 1@ =0

Poznamka 38. Definiénim oborem derivace funkce f rozumime mnozinu {z € R, f'(z) € R}.

Priklad.

i. f(z) =c,c€ B(a,d), kde § > 0,a € R. Plati

f'(a) = lim f(z) — f(a) = lim cTc°c_ 0.
r—a T —a r—=a r — q
ii. f(z) =2, kdemeN, zeR:
Proa € R:
m __ ,m _ m—1 m—2 m—1
fl(a)=limx 2 — lim (z—a) @ +a™ et +a™) =na"!
r—ra r—a T—a Tr—a
iii. f(z) =sgnz,z € R
, ... sgnz—sgn0 1_
f+ (O) N zlig)l“‘ z—0 N m]i%l‘*‘ r oo
— -1
f’_(()) = lim w = lim — = 400,
z—0~ z—0 =0~ T

odkud mdme, Ze sgn’(0) = oco.

. f(z) = |zl
fr0=1,  fL(0)=-1,

a proto derivace f’(0) neexistuje.

Necht funkce f md v bodé a € R vlastni derivaci. Potom je
f v bodé a spojitd.

Diikaz. Pocitejme

lim f(z) = lim (W@ —a)+ f(a)) ='(@) 0+ f(a) = f(a).
€R
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Poznamka 39.
(i) Véta 44 plati i v jednostranné verzi.

(ii) Pfedpoklad, Ze f’(a) je vlastni, nelze vynechat (vizte funkci signum v nule).

Necht a € R a f,g jsou funkce, které maji v bodé a derivaci.

(a) Pak plati
(f+9)(a) = f'(a) + d'(a),

3 . / /7 v e
je-li vgraz na pravé strané definovdn.

(b) Necht alespori jedna z funkci f a g je spojitd v bodé a. Potom plati
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g(a),

3 . / /7 v e
je-li viraz na pravé strané definovdn.

(c) Necht funkce g je spojitd v bodé a. Potom plati

N\, fl(a)g(a) — f(a)g'(a)
(E) (@) = 9%(a) ’

je-li vijraz na pravé strané definovdn.

Dukaz.
(a) Plati
(f+9)(a) = lim (f+9)(a+ h})L — (f+9)(a)
_ iy St h) +g(ath) — f(a) — g(a)
h—0 h
. (fla+h)—f(a)  gla+h)—g(a)
O R
= f'(a) + ¢'(a).

(b) Pfedpokladejme, Ze g je spojitd v a. Pak
(fg)(a+h) - (f9)(a)

(f9)'(a) = lim

h—0 h

_ i S @+ M)g(a+R) — f(a)g(a)

o h—0 h

_ iy Flath) — fla))g(a+h) + f(a)(g(a+ h) — g(a))
h—0 h

= f'(a) g(a) + f(a) g'(a).
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(c) Plati

f f
\’ o (5)@+h)—(5)(a)
() (a):’%( ) ) (?)
1 (f(a+h) B f(a))
gla+h) g(a)
— i L fla+R)g(a) — fla)g(a + 1)
h—0 h g(a+ h)g(a)
. 1 fla+h)— f(a) gla+h)—g(a)
g e ST
_ f'(a)g(a) — f(a)g'(a) B
g9(a)? '

Necht funkce g je spojitd v bodé a € R, md v tomto bodé
derivaci a funkce f md derivaci v bodé g(a). Pak plati

(fog)(a) = f'(9(a)) - g'(a),

3 3 / 7/ v 7
je-li vyraz na pravé strané€ definovdn.

Diikaz. Oznalme b = g(a),

fly) — £(b)

2 yen() ()

o(y) =

Plati lim,_,; ¢(y) = f'(b). Rozlisime dva pripady

(i) ¢'(a) # 0: nalezneme n > 0 takové, Ze plati

Vz € P(a,n) : 9(z) = g(a) # 0.

r—a

Odtud plyne, Ze
Vz € P(a,n) : g(x) # g(a).

Pocitejme

fg(z)) — f(9(a))

f(g(z)) — fg(a)) g(x) —g(a)

(fog)(a)= %1_1)1}1 T—a - %1_% 9(z) — g(a) a
= lim ¢(g(z)) - w.

(ii) ¢'(a) = 0: Vyraz na pravé strané je definovan, a proto f’(b) € R. Nalezneme ¢ > 0,6 > 0
takova, Ze
Yy € P(b,6) : |p(y)| < c (véta 28).
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Dale

vy € P(b,5) : 'f(y f(b)‘

Vy € B(b,9) : |f(y) — f(b)| < c-|y—bl.
Zvolme € > 0. Nalezneme p; > 0 takové, Ze

Vz € P(a,p1) : ‘M —0‘ <e.

xT—a
Déle nalezneme po € (0, p1) takové, zZe
Vz € B(a,p2) : g(x) € B(b,9).

Pro kazdé = € P(a, p2) plati

fl9()) = f(9(a))| _ clg(z) —ga)l _ . 'g(w) 9(a)| _

x—a - |z — al xT—a

odkud plyne (f o g)'(a) = 0= f'(b)-0 = f'(b) - g'(a). L

7

Poznamka 40. V ¢em je problém:

(F o0 (@) — tim 1O = F0@) _ o fo(@) = Fo(@) (@) ~g(a)

z—a z—a ~ T 9@ — 9@ z—a

=f'(b) - 4'(a).

Funkce
g(a)=1b lim g(z) = g( )="b

Necht a je vnitrnim bodem intervalu I a f je spojitd a
ryze monotdnni funkce na I. Oznaéme b = f(a).

(a) Necht f'(a) existuje a je nenulovd. Potom plati

1

(O =

(Je-li f'(a) = %00, pak (f~1)'(b) =0.)
(b) Necht f'(a) =0 a f je rostouci na I. Potom (f~!)'(b) = co.
(c) Necht f'(a) =0 a f je klesajici na I. Potom (f~1)'(b) = —co.

Diikaz. Funkce f : I — R. Ozna¢me J = f(I). Podle véty 37 je J interval. Inverzni funkce
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f~1 je tedy J — I. Podle véty 40 je f~! spojit4 a ryze monoténni. Oznacme

oa) = TOT@ e pip) qa).

T

Plat{ lim,—, ¢(z) = f'(a) v piipadech (a) aZ (c). Dale plati lim,_,, f~(y) = f1(b) = a,
nebot b je vnitinim bodem J a f~! je spojit4 na intervalu J.

(a) Poé&itdme lim,_,(po f1)(y), a je splnéna podminka (P), protoze f~! je ryze monoténni.
Méame tedy

g e FEYw) — fla) b
f (a) _alt—mso( ) }/_)b(so f )(y) g%—)b f_l(y) —a y—b f_l(y) — f_l(b)’

tedy

(b) Podobné jako v (a) mame, Ze

Yy— — f(q) =
) e @0

Potom plati podle véty 30

(F1Y = iy — 15— = co.
)
(¢) Analogicky jako (b). O
Derivace elementarnich funkci
e f(x)=c,zeR
fl(z)=0,z€eR
e (") =naz"lzeR,neN
o (exp(z))’ = exp(z),z € R
- ~1
(exp(z))’ = lim exp(e + 1) —exp(e) _ = lim exp(z) - exp(h) — 1 = exp(z)
h—0 h h—0 h
e (logz)' =1,2€(0,00)
. 1 1
(log2) exp(logz) =
f(2) = exp(2)
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o (%) =az* !,z €(0,0),a €R

/ a
a\/ alogz alogx a
(m)—(el )——elg.__—ax 1
x

e (a®) =a"loga,z €R,a>0

/
(az)/ — (ezloga) — ezloga loga = a® loga.

Poznamka 41. Funkce z% se nehodi derivovat podle Zadného z pfedchozich bodd, ale

(xz)l_ (eaclogm)l_ezlogz zlo 1 S
= = . gzt+z- | =2 (logz + 1),z > 0.

. ({‘/5)/= L %proxe(o,oo) pro n € N sudé, nebo z € R \ {0} pro n € N liché.

n T

Déle ({/x)’ = oo pro x =0 a n € N liché, ({/z)’, = oo pro x =0an € N sudé.

o (sinz)' =cosz,z € R

(sinz) = I sin(z + h) —sinz I sinxz cosh + coszsinh —sinx
inz) = lim = lim
h—0 h h—0 h
) < ) cosh—1 sinh)
= lim (sinz- —— 4+ cosz - ,
h—0 h h
ale - P .
cosh — cosh —
lim—  =lim—m—""h=(-=-2).
fim 25 = Jim S h= (=) 0
tedy (sinz)' = cosz.
e (cosz) =—sinzz eR
o (tgz) = @ax € D(tg)
o (cotgz) = —ﬁ,x € D(cotg)
(cotg z)’ (cosa:)’ —sinz -sinz — cosx cosz 1
) = = — .
& sin sin? x sin?
o (arcsinz) = —11_302,366( 1,1)
f(z) =sinz,z € [—g, 72_r]
f~Y(z) = arcsinz, z € [-1,1]
1
ing) = ———— -1,1
(arcsin ) cos(arcsinz)’ z€(-L1)

coszy=1—sin2y, (TRS (—g,g) = cosy=\/1—sin2y

cos(arcsinx) = \/ 1 —sin?(arcsinz) = V1 — 2.
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o (arccosz) = —ﬁ,x € (-1,1)
o (arctgz) = #,x eER
o (arccotgz) = —H%,x eR

Jestlize a je bodem lokdiniho extrému funkce
f, potom bud f'(a) neeristuje, nebo f'(a) = 0.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, Ze f'(a) existuje a f’(a) # 0. Pfedpokladdejme nejprve, Ze
f'(a) > 0. Potom
f/(a) = lim M > 0.

Tr—a Tr—a

Nalezneme § > 0 takové, Ze

Vz € P(a,0) : W > 0.
Potom

Vz € (a,a+9) : f(z) > f(a), Vz € (a—d,a): f(z) < f(a).

Proto a neni bodem lokélniho extrému, coZ je spor. P¥ipad f’(a) < 0 lze pFivést ke sporu
analogicky. O

Piiklad (Cast4 tiloha). Necht f : [a,b] — R je spojit4 na [a, b] a pro kazdé = € (a, b) existuje
f'(z). Naleznéte extrémy f na [a, b].

Resend. Protoze je f spojita na [a,b], m4 f maximum i minimum. Déle at
E ={z € (a,b), f'(z) =0} U{a,b}.

Extrémy mohou byt jediné v E. Déle vypoc¢teme funkéni hodnoty prvkia v E a podle toho
uréime maximum a minimum.

5.2 Véty o stredni hodnoté

Necht a,b € Rya < b a f: [a,b] = R je spojitd funkce. Je-li f(a) = f(b) a
f md derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b), pak eristuje c € (a,b) takové, Ze f'(c) = 0.

Diikaz. Podle véty 39 f nabyva v intervalu [a, b] svého maxima i minima. Oznaéme m =
min f([a,b]) a M = max f([a, b]). Potom plati

m < f(a) = f(b) < M.

Pokud m = M, pak je f konstantni na [a,b] a staci volit ¢ € (a,b) libovolné.
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Pokud m < M, pak plati m < f(a) nebo f(a) < M. Pokud f(a) < M, pak existuje ¢ € [a, b]
takové, ze f(c) = M. Podle pfedpokladti véty a podle véty 48 mame f'(c) = 0. Pokud
m < f(a), postupujeme obdobné. O

Necht a,b € R,a < b a f: [a,b] = R je spojitd funkce, kterd md v
kaZdém bodé intervalu (a,b) derivaci. Pak ezistuje c € (a,b) takové, Ze

7(b) - f(a)
b

—a

fi(e) =

Duiikaz. Definujme pomocnou funkcei

o(@) = f(a) - 1O -I@

(x—a), z€]a,b.

Plati, Ze
e g je spojité na [a, b],
e g(a) = f(a), g(b) = f(b) — LOT@ (G _q) = f(a),

@ TO=I@ o
eR

c g@) =7
€R*

Podle Rolleovy véty 49 nalezneme c € (a, b) takové, Ze g’(c) = 0. Potom plati

U f(a)

( ) — — =0.
GR
Odsud dostavame
fl(c) — f(b) _ f(a)
b—a '’
coz jsme chtéli dokazat. O

Necht a,b € R,a < b, f a g jsou funkce spojité na [a,b], f md v kaZdém
bodé x € (a,b) derivaci a g md v kaZdém bodé = € (a,b) viastni nenulovou derivaci. Potom
g(a) # g(b) a existuje c € (a,b) takové, Ze

f'le) _ () — f(a)
gc)  g(b) —gla)

Diikaz. Podle Lagrangeovy véty 50 nalezneme d € (a, b) takové, zZe

o 9(b) —g(a)
g(d)—?.
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Plati ¢'(d) # 0, a tedy g(a) # g(b). PoloZzme

p(z) = (f(z) — f(a))(9(b) — g(a)) — (f(b) — f(a))(9(z) — g(a)), =€ [a,b].
Plati, e
e ¢ je spojité na [a, b,
* ¢(a) =0, ¢(b) =0,
» (@)= [(2) (9(b) - 9(a) ~(F(b) ~ f(a) ¢'(), = € (a,D).

€R* #0 €R
Podle Rolleovy véty 49 nalezneme c € (a, b) takové, Ze ¢'(c) = 0, neboli
£'(c) (9(b) — g(a)) —(f(b) — f(a)) g'(c) = 0.
— —~

~—~—
€R #0 #0

Odtud plyne
w 7 _ 0) - f(a)
70~ 9®) = 9@’

coz jsme chtéli dokazat.

Necht a € RU {—o0}, f,g jsou funkce, existuje

f'(x)

z—at g’ (IE)

o plati bud
(a) limg_,q+ f(z) = lim, 4+ g(z) = 0, nebo
(b) hma:—)a‘*lg(m)' = 00.

Potom plati

I (GO )

z—at g(:c) T zoat g’(m) '

Diikaz. Provedeme dikaz (a), diikaz (b) umét nemusime.
()

Oznac¢me L = lim,_,,+ %.

Pomocné tvrzeni.

(i) Pro kazdé o € R, > L existuje § > 0 takové, Ze

Vz € P*(a,0): '@ <
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ii) Pro kazdé B € R, B < L existuje &' > 0 takové, Ze
(i) ; Y ;

Vz € P*(a,d'): @) > B.

g9(x)

Dukaz pomocného tvrzeni.
(i) Nalezneme r € (L, «). Nalezneme § > 0 takové, Ze plati
e f,f, ga g jsou definoviny na P*(a,?),
o f', ¢ jsou vlastni na P*(a,d),
¢ je nenulové na P*(a,?),
o Vz € P*(a,d): ggg <r,

e g je nenulova na P*(a,d); pokud by existoval nulovy bod f v P*(a,d), pak je
nejvyse jeden a d vhodné zmensime.

Zvolme x € P*(a, ). Pfedpoklddejme, Ze y € P*(a,d) a y < z. Podle Cauchyovy véty
51 nalezneme c € (y, x) takové, zZe

f'le) _ @) - fy)
g g(@)—gly)’

Potom £, 8 <, a tedy

f(z) - f(y)
9@ —gly) "
Potom méme, Ze
lim 1@ —F) _ f@) <a
y—at g(x) —g(y)  g(x)
\_27'—/ \\6./
<

(ii) DokéZeme analogicky.

Vlastni dikaz. Pokud L = oo, resp. L = —o0, pak véta plyne z (ii), resp. z (i). Pokud
LeRace >0, polozime o = L+ ¢, B = L — ¢ a nalezneme pfislusnd § a §’. PoloZzme
81 = min {4, §'}. Pak pro kazdé z € P*(a, ;) plati

L—s=ﬂ<%<a L+¢, tj.g(—geB(L,e),

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 42.

2
i. lim,_ o 2&+1 SorT +1 L £ limg_,0 2 5

4t. limg o0 57 = 1, ale 'Hospitalovym pravidlem vysledek nedostaneme
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co. 7. e_z% . 6712';25 . 26_5%2
114, limg_0 “— = limg0 —5 = limg 0 =3
Priklad. Spoctéte limy—,o *= 5"

Resend. L’Hospitalovym pravidlem dostavame

lim sinx —x lim cosz — 1 _ 1
z—0 3 T 20 3x2 3 2 6

Necht f je spojitd na intervalu J a v kaZdém
vnitinim bodé J (mnoZinu vSech vnitinich bodi intervalu J oznacme jako int J) ezistuje

derivace f.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro véechna x € int J, pak f je rostouci na J.

(iii) Je-li f’

(

(ii) Je-li f'(x) < 0 pro vechna x € int J, pak f je klesajici na J.
() > 0 pro vechna x € int J, pak f je neklesajici na J.
(

(iv) Je-li f'(z) <0 pro vSechna x € int J, pak f je nerostouci na J.

Driikaz. Dokazeme (i), ostatni pfipady se dokdZou analogicky. Pfedpokliddejme, Ze z,y € J,

z < y. Podle Lagrangeovy véty 50 nalezneme c € (z,y) takové, Ze

_fW-f=) _

flo ="

Odtud plyne f(z) < f(y). O
Poznamka 43 (Varovani!). Véta 53 je formulovana pro interval.

Necht f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje lim+ f'(z). Potom ezistuje [’ (a)
r—a

a plati f (a) = xlfih f'(z)-

Dukaz. Je vlastné

o) = Jim HE I
Plati, e
Jim (f) - f(@) =0,  lim (-a)=0.

Odtud z I’'Héspitalova pravidla dostavame

fi(a) = lim (@) = lim f'(z).

z—ayr 1 T—a4
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Definice 56. Necht n € N, a € R a f mé vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a. Potom
(n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé a rozumime

n _ o f™(a+h) - f™(a)
f0(a) = Jim h ‘

Poznamka 44. Derivace znac¢ime

f/ f// f/// f(4) f(5) f(n).

Necht f'(a) =0, f” >0 (resp. f” <0). Potom f md v a lokdlni minimum (resp.
lokdlni mazimum,).

Diikaz. Pfedpoklddejme, Ze f”(a) > 0. Nalezneme § > 0 takové, Ze plati
Vz € B(a,d) : f'(z) existuje vlastni,

f@) = fa) _

r—a

Vz € P(a,9) :
Odtud plyne, %e Vz € (a — d,a) mdme f'(z) <0 a Vz € (a,a + ) je f'(z) > 0. Funkce f je
na (a — 6,a + §) spojitd, nebot mé na (a — d,a + &) vlastni derivaci. Potom je f klesajici na
(a — d,a) podle véty 53. Podobné f je rostouci na (a,a + §). Odtud mame, Ze a je bodem
lokdlniho minima f. P¥ipad f”(a) < 0 lze Fesit obdobné. O

Poznamka 45. Ve vété 55 je a dokonce bodem ostrého lokdlniho minima (resp. maxima).

5.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice 57. Necht I je interval, f je funkce a I C D(f). Rekneme, Ze f je

e konvexni na I, jestlize

Vz,y € IVA€ (0,1) : fF(Az + (1 - A)y) < Af(z) + (1 - N f (),

e konkavni na I, jestlize

Ve,y € IVA € (0,1) : FAz + (1= Ny) > Af(x) + (1 — N f(v),

e ryze konvexni na I, jestlize

Vez,y € IVA € (0,1) : fAz 4+ (1= Ny) < Af(z) + (1 =N f(y),

e ryze konkavni na I, jestlize
Ve, y € IVA € (0,1): fAz + (1 = N)y) > Af(x) + (1 = N) f(y)-
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Poznamka 46. f je [ryze] konvexni na I pravé tehdy, kdyz —f je [ryze] konkdvni na I.

Necht I C R je interval a f: I — R.
Pak jsou ndsledujici vijroky ekvivalentni:

(i) f je konvexni na I,

(i) Vo1 < 73 < wg € - L) @)  flas) = fl@)

T2 — T B T3 — 1
(iii) Yoy <z <z3 €1 : f(x;i - ifxl) < f(wxgz :Zm),

(i) Yoy < 2a <3 € 1 : f(xxgi:if:m) < f(a:;,?)) :gm),

Diikaz. Piedpokladejme, Ze x1,z2,23 € I, 1 < 3 < x3. Nalezneme A € (0,1) takové, Ze
xg = Az1 + (1 — N)z3. Vyjde
r3 — T2
A= ——=.
T3 —T1
Ozna¢me ¢ = Af(z1) + (1 — A) f(x3). Plati

c— f(w1)  f(zs)—c f(x3)—f($1)'

. ®)
2 —T1 T3 — T2 T3 — T1

(i) = (ii) Potom plati ¢ > f(z2). Z (8) plyne

f(z2) — f(z1) < f(x3) — f(w1).

T2 —I1 I3 — I1

(ii) = (i) M&me z1,23 € I a X € (0,1). BUNO z; < z3. Polozme x5 = Az; 4 (1 — A)z3. Méme,
ze
flz2) = f(z1) _ flzxs) = f(m1) _ c— flan)
To — X1 - T3 — 1 xz—wl’
odkud plyne ¢ > f(z2).

Ostatni implikace analogicky. O

Necht f je konvexni funkce na nedegenerova-
ném intervalu I aa € I.

(a) Je-li a vnitini bod I, potom existuji viastni jednostranné derivace f’ (a), fi (a), které
splriugi

fL(a) < fi(a).
(b) Je-li a pravy krajni bod I, pak f' (a) existuje.

(c) Je-li a levy krajni bod I, pak f! (a) existuje.
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Diikaz. (a) Zvolme b € I,b < a. Definujme pomocnou funkci

QD(I):W, zel,z>a.

Podle lemmatu 3 je ¢ na intervalu D(¢) neklesajici. Pro kazdé x € I,z > a plati

fla) = f(b) _ f(z) = f(a)

a—>b - r—a

= (),
takze ¢(x) je zdola omezend na D(yp). Podle véty 35 existuje

hm o(z)

T—at

vlastni, tj. fi (a) € R. Tvrzeni, Ze f’ (a) € R lze dokézat analogicky. Nerovnost f’ (a) <
fi (a) plyne z nésledujiciho.

@) = fla) _ f(y) — f(a)

zT—a y—a

Ve,yel,xr<a<y:

Ostatni pfipady analogicky. O
Necht f je konvexni na otevieném intervalu J. Pak f je spojitd na J.

Diikaz. Necht a € J. Potom a je vnitinim bodem J, a tedy f! (a), f. (a) € R. Podle

jednostrannych variant véty 44 dostavame spojitost f v bodé a zprava a zleva, a tedy i

spojitost v bodé a. O

Necht f : (a,b) > R, a <b a f' je spojitd na (a,b).

Jestlize f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je ryze konvezni na (a,b).

)
Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdé x € (a,b
)
) <

), pak f je ryze konkdvni na (a,b).
Jestlize f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je konvezni na (a,b).
)

Jestlize f"(x) <0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je konkdvni na (a,b).

Diikaz. Dokézeme tvrzeni (iii), ostatni se potvrdi obdobné. Podle véty 53 je f’ neklesajici.
Ovéfime (iv) z lemmatu 3. Zvolme z1,z2,z3 € (a,b) tak, Ze 1 < z2 < x3. PouZijeme
Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté 50 na f na intervalu [z1,%2] a [z2,z3]. Podminky
Lagrangeovy véty jsou splnény, nebotf f’ existuje vlastni na (a,b). Nalezneme £ € (z1,z2)
takové, ze

f(@2) = f(z1)

T2 — T

f'€) =

Déle nalezneme 7 € (z2, z3) takové, Ze

fl("]) — f(.’L'3) - f(xZ) )

T3 — T2
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Plati, Ze f'(£) < f'(n), nebot £ < n. Mame tedy, Ze

f(xz2) = f(@1) _ f(xs) = f(=2)

T2 — X1 - T3 — X2

)

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 47 (Varovani!). Vétu 58 pouzivame na intervalu.

Definice 58. Necht f je redlné funkce a a € R. Rekneme, Ze f mé v bodé a inflexi nebo
také Ze a je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje vlastni f'(a) a existuje 6 > 0
takové, ze bud

Vz € P (a,6): f(z) > f(a)+ f'(a)(x —a) a
Vz € P*(a,9) : f(z) < f(a) + f'(a)(z — a),

nebo

Vz € P~ (a,9): f(z) < f(a)+ f'(a)(x—a) a
Vz € P (a,6) : f(z) > f(a) + f'(a)(z — a).

Necht f je funkce, a € R a f"(a) ezistuje a je riznd
od nuly. Potom a nent inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Pfedpoklddejme, Ze f”(a) > 0. Definujme pomocnou funkci g pfedpisem
9(x) = f(z) — f(a) — f'(a)(z —a), =z €D(f).
Plati, Ze

g'(z) = f'(x) - f'(a), =zeD(f),
9"(a)=f"(a) >0, g'(a)=0, g(a)=0.

Podle véty 55 a poznamky 45 mame, Ze existuje § > 0 takové, Ze
Vz € P(a,d) : g(z) > 0.

Z toho plyne, Ze a neni inflexnim bodem f. Pokud f”(a) < 0, postupujeme obdobné.  [J

Necht funkce f md spojitou pruni derivaci na
intervalu (a,b), c € (a,b) a plati

Vz € (a,c): f'(z) >0 a Vze(cb): f(x) <0,

nebo
Vz € (a,c): f'(z) <0 a Vze(cqd): f'(z)>0.
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Pak c je inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Uvazujme prvni moznost, druhd se dokéaze analogicky. Definujme

9(z) = f(z) — f(c0) = f(c)(x—¢), z€(a,b).

Pak

g'(x) = f'(z) = f'(c), =€(ab),
Jg"(z) = f"(z), =z € (a,c)U(c,d).

Funkce ¢’ je spojitd na (a,c| a pro kazdé = € (a,c) médme ¢”(z) > 0. Podle véty 53 je
g’ rostouci na (a,c|. Podobné ¢ je klesajici na [c,b). Plati ¢’(c) = 0. Opét podle véty 53
dostaneme, Ze g je klesajici na (a,b), nebot

Vz € (a,¢) : ¢'(x) <0,
Vz € (¢,b) : ¢'(z) <0

a g je spojitd na intervalu (a,b), nebot zde mé vlastni derivaci. Plati g(c) = 0, a proto

Vz € (a,c) : g(x) >0,
Vz € (¢,b) : g(z) <0,

a tedy graf prechdzi z jedné strany na druhou, coz jsme chtéli dokéazat. O

5.4 Prubéh funkce

Definice 59. Rekneme, e funkce x — az + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v oo
(resp. v —00), jestlize

lim (f(z) —ax —b) =0, (resp. mli)riloo(f(x) —az—b)=0).

T—00

Funkce f md v oo asymptotu x — ax + b, a,b € R prdvé kdyz

=) _ , _
wl;rgoT—aER, zlgrolo(f(arz)—cw:)—be]R.
Diikaz.
= Pocitejme
1 f(zr;)_hm <f(x)—aa:—b ax+b):£+a:a
r—o0 I T—00 T T o0

Pak
lim (f(z) — ax) =xli_>nolo(f(w)—aa:—b+b)=0+b=b.
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<= Plati
zli_)nolo(f(m)—ax—b) =b—-b=0.

Priklad.
(1) f(z) = Va3 + 22,z €R

Asymptotu spoditdme jako

&3 2 1
lim x——i-x: lim {1+ = =1.
T—00 x T—00 X

Pak dopocteme b jako

Tr—00

Funkce f(z) mé tedy asymptotu z — = + %

(2) f(z) = e® nemé asymptotu, nebot

lim
r—r0o0

ez
— = OQ.
T
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Kapitola 6

Taylortv polynom

Motivace. Mame-li funkci f, kterd ma v bodé a vlastni derivaci, pak je te¢na

t(x) = f(a) + f'(a)(z — a).
Podivame-li se na limitu

b 1@ @) _ o f@) = f@) = @@ =a)

T—a r—a T—a r—a

zjistime, Ze aproximuje chovani funkce.

6.1 Zakladni vlastnosti

Definice 60. Necht f je funkce, a € R a (™ (a) € R. Pak polynom
1
T]%(z) = f(a) + f(@)(z —a) +--- + ﬁf(”)(a)(w —a)", =z€R
nazyvame Taylorovym polynomem radu n funkce f v bodé a.

Poznamka 48.
(1) st (T*) <n
(2) T = T4, pak T(a) = (),

T'(a) = f'(a) + f(@)(—a) +--- + ﬁf‘")(a)(w —a)" =T]"{(a) = f'(a)

T"(a) = {"(a) ... T™(a)=f"(a)

Pozndmka 49. Idea: Chceme, aby T (x) = f()(a). Cil: Studovat aproximaéni vlastnosti
T, odhady chyby |f — T'| apod.
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Necht QQ je polynom, deg@ < n a
Q(z)

i %

Pak Q) je nulovy polynom.

Diikaz. Nutné Q(a) = 0. Pfedpoklddejme, Ze @ # 0. Potom existuje k € {1,...,n} a
polynom R tak, ze
Q(z) = (z — a)*R(z) A R(a) # 0.

Potom
e Q@) R(z)
0= lim —~%— =lim ———~%—.
r—a (x — a)n T—a (x — a)n—k

Avsak tato limita
neexistuje k <nA(n—k)liché,

je nevlastni k <nA(n—k)sudé,

je vlastni a nenulova k = n,

coz je spor v kazdém pripadé. O

Necht a € R, £ (a) € R a P je polynom stupné nejvyse n.

o £(@) = P@)

r—a (:1; —_ a)n

Pak
=0 <« P=T

Dukaz.
<= Matematickou indukci méme

1. n=1: Mame
T = f(a) + f'(a)(z — a) = t(z),

a tedy
1o F@) —t@) _ . f(@) ~ (f(a) + f'(a)(x — a))’
=25 (@ - f’<a>) = f'(@ - f(a)=0.

2. n — 1 ~~» n: Predpokladejme, Ze plati pro n — 1. Jest

i 1 @) = T ()

T—a (gj — a)" ’

f je spojitd (mé vlastni derivaci), T' je spojity, tedy

tim (/@) - T4*(@)) = f(@) = T{*(a) = f(a) = (@) =0,
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a proto je limita typu %. Pak mizeme pouzit L’Héspitalovo pravidlo.

lim f(a:)——T,J:’a(m) = lim f/(:E) - TT{:?(.'L‘) _

T—a (;p — a)n r—a n(;p — a)n—l

dle indukéniho predpokladu.

= Jest
0 qig {@ = P@) _ . f(@) - T (2) + T (2) - P(e)
T—a (.’L’ — a)n I—a (.’L' — a)n
— lim <f(93) - T () + T () — P(:z;)) .
z—a (.’B — a)n (m _ a)n
Déle jest
f@) - T@) _,
(z —a)"
dle jiz dokdzané implikace a
T"(2) - P(z) _

(z —a)

dle véty o aritmetice limit, nebot

fa
lim Tn—P(m) = lim

T—a (x — a)n r—a

_e—ar T _G@-ay

=0 z pfedpokladu =0 z jiz dokdzaného

f()—P@) f@-Ti@=) \ _
< )

a tedy podle lemmatu 4 je
T]*(z) — P(z) =0,

&li P(z) = T (x). O

Necht a,x € R, a < x. Predpoklddejme, Ze:
o f je funkce, kterd md v kaZdém bodé intervalu [a, z] vlastni (n + 1)-ni derivaci,

o © je spojitd funkce na [a, x|, kterd md v kaZdém bodé intervalu (a,z) vlastni nenulovou
derivaci.

Pak ezistuje § € (a,x) takové, Ze

) — f.a T :lgo(:v)—cp(a) (n+1) T — &)
f@) - Tfo(a) = o P f @) -

F(z)—F(a) _ F'(§)

Diikaz. Idea: Cauchyho véta @) —gla) — F@)°

F definujeme (trik)
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Polozme

(n)
F(t) = f(z) — <f(t) +f)(x—t)+--+ f n!(t) (x—t)n) , t € [a,x].

Pak
o F:[a,z] = R, F je spojita na [a, z],
¢ F(a) = f(z) - T{"(a),
o« F(z)=0,
e F m4 vlastni derivaci v kazdém bodé (a, x).

Tedy lze pouzit Cauchyovu vétu 51. Mame tedy, Ze existuje £ € (a,x) takové, Ze

F(z) ~ Fa) _ F'(¢)
p@ @)~ PE)

Dale jest
FO)=—(FO- 7O+ @-0+ -+ /DO -9"),
tedy F'(€) = — 2 f+D(€)(z — €)™. Dosadime:

0—(f(&) — T @) _ —af" @ - 9"
o(z) — p(a) ¢'(€) '

Odtud plyne

@) = Tfo() = 2E LD L e - gy

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 50. (a) Véta plati i pro z < a, dikaz je stejny.

(b) O f sta&i predpokladat, ze £ je spojité na [a,z] a 1) existuje na (a,z) (vlastni &
nevlastni).

Necht a, z, f jsou jako ve vété 63. Pak existuje & € (a, x)

takové, Ze )
F@) = T{@) = oy V@@ )

Diikaz. Ve vété 63 polozime ¢(t) = (z —t)" . Potom ¢ je spojitd na [a,x], m4 vlastni a
nenulovou derivaci (n 4+ 1)(z — t)" na (a, z). Tedy dle véty 63 najdeme £ € (a,z) takové, Ze

1 0— (z —a)"*!
nl —(n+1)(z—&"

Q)@ — &) = e FOD(E) - ),

£(@) ~Tuf,a(z) = T

O]

- 75—



Taylortv polynom

Necht a,z, f jsou jako ve vété 63. Pak existuje £ € (a,x)
takové, Ze

f(@) - Ti*(@) = - Fr @) @ - )" - a)

Diikaz. PouZijeme vétu 63 pro funkei p(t) = t,t € R. Pak existuje £ € (a, ) takové, Ze

1lz-—
n!

f(@) = T (2) = - == "D () (@ - O™

6.2 Symbol malé o

Definice 61. Necht f, g jsou funkce, a € R*. Rekneme, 7e funkce f je v bodé a malé o od
g (piSeme f(z) = o(g9(x)),z — a), jestlize plati

lim M =0.

Poznamka 51. (1) Podobné mtZeme definovat i jednostranné verze: z — a+ nebo z — a—.

(2) Zépis f(x) = h(z) + o(g9(z)),z — a znamend jednak

f(z) = h(z) = o(g(z)), z—a,

ekvivalentné
o 1@ = 1(2) _
Tr—a g( )
a také
f(z) = h(z) + w(z), kde w(z) =o(g9(z)), z— a.
Necht a € R*.

(i) Jestlize
fi(z) = o(g(z)), z—a a fa(z) = o(9(z)), = —a,

potom
fi(x) + fo(x) = o(g(x)), = — a.

(ii) Jestlize
fi(z) = o(g(z)), z—a a fa(z) = o(g(z)), = —a,

potom

fi(z)f2(x) = o(g(2)), = —a.
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(iii) Jestlize

=o(g1(x r—a a 91()
f(@) = o@r(@)), = ti £ € 2,
potom
f(@) = o(g2()), = a.
Dikaz.
0 @)+ RE) . A h)
. 1z 2(T) 1 2\T) _ _
g gl T g OO0
(i) Je A@fE) . @) . fl)
i 1I2w—im1w-im2x=-=.
%IH}JW = lim 9(2) lim 9(z) 0-0=0
(iif) Je
im L@ _ i L@ 0@ gy

O

Necht a,b € R*, f(y) = 0(g(y)), y — b, limy_,, o(x) = b a existuje d € R,6 >0
takové, Ze

Vz € P(a,d) : p(z) # .

Pak f(p(z)) = o(g(p(2))), z = a.

Drikaz. Chceme spocitat

W@

B o) +3a g °®
. foy
lim o(z) = b,

¢ splituje podminku (P) v bodé a.

Poznamka 52. Véta 62 déava
e (@) = T (2)
r—a (;(; — a)n
fl@) - T @) = o((x—a)"), z—a
f(@) =TL*z) +o((z —a)"), z—a

=0
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Priklad. Pocditejme

sinx —x
lim —————.
z—0 3
Je vSak
13 3
sing =2z — <o +o(z®), z—0.
Méme tedy
. w—gt+o(@®)—z . —ixd+o(z?) 1
lim =lim ——F~ = ——.
z—0 x3 z—0 x3 6

Poznamka 53. Plati
o 0@) _

Tr—a g(m) -

— 78 —



Kapitola 7

Ciselné rady

7.1 Zakladni pojmy
Definice 62. Necht {a,}22 ; je posloupnost.

(a) Pro m € N polozme s, = > ;- ; a,. Soucet Fady > > ay, je limita posloupnosti {sp,},
pokud tato limita existuje.

(b) Rekneme, e fada 3"° ; a,, konverguje (je konvergentni), je-li lim,, oo 8, Vlastni.
Rekneme, ze fada 32, a,, diverguje (je divergentni), jestliZe lim,, ;oo S, neexistuje
nebo je nevlastni. Pro jemnéjsi rozliSeni budeme nékdy fikat, ze fada > o ; a,, diverguje
k oo, respektive diverguje k —oo, jestlize lim s,, = oo, resp. lim s,,, = —o0.

(c) Cislo an,n € N je n-tym &lenem fady ¥,_; a, a ¢islo s,,,m € N je jejim m-tym
¢asteénym souctem.

Nekonecéné rada

konverguje

ma soucet k oo,

o0
Z an diverguje
n=1

—

nems soucet.

Priklad.
(1) o2 ,(—1)" nem4 soucet (diverguje)
(2) 392, ¢" ! konverguje <= ¢ € (=1, 1), je totiZ

L, geRN{1}

sn=1+q+¢+---+¢" "=
n, q=1.
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(3) >0, n(n+1 =1, nebot

1 1 1
nn+1) n n+1
(1 1 1 1 1 1\ 1
Sm_<I_§)+(§_§)+ +(a‘m—+1)— m1

Necht tada ;2 | an, konverguje. Pak plati

lima, = 0.
Diikaz. Oznaéme x,, = Z?Zl a;. Pocitdme
lim a,, = lim(sy, — $p—1).
Protoze > o° ; a,, konverguje, pak lim, o s, = s € R. Odtud méme
lim a, = lim(s, — $p—1) = s —s=0.
O

Necht 322, ar, je Tada. Pak
jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni:

(i) 32 an je konvergentni,

(i) plati virok

Ve e R,e>0dng e NVm,ne Nym>n > nyg:

m
Z ar| <€
k=n

Diikaz. Af je s, = Z?:1 a;.

<— Plati
Ve > 03ng € NVm,n € Nym >n > ng : 8y — Sp—1| < €. (9)

Ovéfime BC-podminku pro posloupnost {s,,}. Zvolme € > 0. Podle (9) nalezneme
k ¢ prislusné ng € N. Zvolme libovolné mi,n; € N,m; > ng,n; > ng. RozliSime
nasledujici moznosti:

(i) m1 > n1: |Sm, — Sny| < €, nebot m; > ny +1 > ny,
(if) m1 =mn1: |Smy — Sny| =0 < ¢,
(iif) m1 < n1: |Smy — Sny| =< |Sny — Smy |€, nebot ny > my + 1 > ny.

Méme tedy Ze {a,} spliiuje BC-podminku, tedy {s,} je konvergentni, a proto }_,,_; coan,

konverguje.

= Protoze ) a, konverguje, spliiuje {s,} BC-podminku, odkud plyne (ii). O
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Priklad. Rada Y02, 1 (harmonicks fada) je divergentni.

Vezméme
1 + 1 + + 1 S 1 1
S —_ 8y, = —— _— oo n - — = —
2n "Tn+1 n+2 n+mn 2n
nglgnﬁ

Protoze > ;2 % nespliiuje BC-podminku, a tedy diverguje (k nekone¢nu). Ziroven je to
protipriklad na opac¢nou implikaci ve vété 68.

Plati lim,,_, (Z;"’Zl % —log n) = v € R. Konstanté « fikame Eulerova-
Mascheroniho konstanta.

Necht tady Y221 an a Yooy by, maji soucet.

(a) Necht o € R a vjraz oy ooy ap, je definovdn. Potom md tada Y oo cay, soucet a plati
o0 o0
S aan=al an.

(b) Necht je vgraz Y orq an + Y oy bn definovdn. Potom md tada Y e (an + by) soucet a
plati

Z(an +b,) = Zan + an.
n=1 n=1 n=1

Dukaz.

(a) Oznaéme s, = > i=104,0n = 37 aaj. Plati 0, = asy. Plati lims, = s € R*. Podle
pfedpokladu je vyraz definovin, takZe lim oy, = lim aisp, tedy >-52; aa; = a3°72, aj.

(b) Oznaéme s, = > 7=105,0n = > 7_1bj. Pak je t, = 374 (sn + osp). Pak limt, =
lim (s, + 0,) = s+ o, nebot tento vyraz je definovan. O

7.2 Rady s nezapornymi ¢leny
Necht je 322 1 an, 7da s nezdporngmi cleny. Pak md > o2 an soucet.

Diikaz. Ponévadz pro kazdé n € N plati a,, > 0, je posloupnost {s; };”;1 neklesajici. Odtud
méame podle véty 21, Ze lim;_,, s; € R*. O

Necht 322 1 an, je Tada s nezdporngmi cleny, Y oo by, je
rada s kladngmi cleny a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > nyg, plati a, < by,.

(a) Je-li Y02 1 by, konvergentni, pak je i > o> an konvergentni.

(b) Je-li >-o° 1 an, divergentni, pak je i Y oo by, divergentni.

Dikaz.
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(a) Mame

sn:a1+a2+"'+an0+ang+1+"'+ana n>ng
tn=br+ba+- +bpy +bpgs1+ -+ by

Plati
Sn < Sng—1 +tn — tno—l =tn+ Sno—1 — tno—l-

Daéle plati lim s,, = s € R* a limt, =t € R* podle véty 71. Potom s < t+ spy—1 — tny—1-
Podle predpokladu je t € R, takze celd prava strana je prvekm R, a tedy s € R, nebot
vSechny ¢leny jsou nezaporné.

(b) Plyne z (a) obménou, coZ jsme jiz dokdzali. O

Necht >°°° 1 an, je Tada s nezdpornymi cleny,

> o0 1 b je Tada s kladngmi ¢leny a lim 32 ezistuje. Oznacme A = lim 3.

(a) Necht A € (0,00). Pak Y o> an konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje Y oo ; by,.
(b) Necht A =0. Pokud > o2, b, konverguje, pak konverguje i Y noq an.

(c) Necht A = oco. Pokud Y021 ayn, konverguje, pak konverguje © Y oo by,.

Dikaz.

(a) = Nalezneme ng € N takové, zZe

a
VneN,n>ng: — >

A
bn, ’

N[ =

tedy zZe .
VneN,n>ng:a, > §Abn.
Véta 72 dava, ze fada
> /1
> (—Abn)
2
n=1

konverguje. Déle podle véty 70(a) méme, Ze

konverguje.

<= Nalezneme ngy € N takové, Ze

VnZnO:Z—n<2A.

n

Potom mame
Vn > ng: a, < 2A4b,.
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Protoze ) b, konverguje, konverguje i }_ 2Ab,, podle véty 70. Odtud podle véty 72
dostavame, Ze konverguje i Y a,.

(b) Nalezneme ny € N takové, Ze
Vn > ng: an < 1.
bn,

Odtud mame
Vn >ng:ap < by.

Protoze Y b, konverguje, konverguje podle véty 72 i Y a,.
(c) Obdobné. O

Priklad.
_ x~oo ntyVn
(1) Za'n - Zn:l Z2+3Z

Zvolme b, = % 7 limitniho srovnavaciho kritéria dostaneme

2
. Gn .. nP4nyn
A - = tim =, = 1€ (0,00),
a tedy > a, diverguje, nebot > % diverguje.
Zvolme b, = ﬁ, pricemz > b, = 1. Pak mame
1
im PP e (0,00),

n=»c0 n2

takze Y a,, konverguje, nebot > b, konverguje.

Necht Y 02 1 an, je Tada s nezdporngmi cleny.

(a) Jestlize plati
dg € (0,1) Ing e NVn e Nyn > ng : ¥a, <q,

pak je Y o> 4 an konvergentni.
(b) Jestlize limsup {/a, < 1, pak je Y_;2; an konvergentni.
(c) Jestlize lim {/a, < 1, pak je Y 72, an konvergentni.
(d) Jestlize limsup {/a, > 1, pak neni pravda, Ze lima, =0, a tedy > 2 a, je divergentnd.

(e) Jestlize lim {/a, > 1, pak neni pravda, Ze lima, =0, a tedy > o>, ay, je divergentni.

Dikaz.

(a) Plati
Vn>ng:0<a, < ¢" .
b
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Protoze je > b, konvergentni, podle véty 72 dostavame, Ze >_ a, je konvergentni.

(b) Nalezneme q € (limsup {/a,,1). Potom nalezneme ny € N takové, Ze

sup { ¥/an,n > np} < gq.
Odsud plyne
VneN,n>ng: Ya, <gq.
Z (a) plyne, Ze > a,, konverguje.
(¢) limsupa, = lima,, a tedy miZzeme pouzit (b).

(d) Nalezneme rostouci posloupnost pfirozenych &isel {ny},-, takovou, Ze
lim {/a,, =limsup {/a, > 1.
k—o0 n—00
Nalezneme ko € N takové, Ze

Vk > ko : /an, > 1.
Zaroven tedy plati
Vk > ko :ap, > 1.

Neplati tedy, ze lima,, = 0, a tedy neplati, Ze lim a,, = 0. Proto podle véty 68 > a,
diverguje.

(e) Je limsup {/a, = lim /a, > 1. Déle pouzitim (d). O

Poznamka 56. Pokud limsup {/a,, = 1, pak nelze z této informace odvodit ani konvergenci,
ani divergenci. Napriklad fada Z% diverguje, pricemz lim % = 1. Naopak fada ). #
konverguje, pficemz lim {/ # =1.

Necht 302 | ay, je Tada s kladngmi cleny.

(a) Jestlize plati
Gn+1

<gq

— )

dg€(0,1) InpeNVneN,n>ng:

an
pak je tada > o> an konvergentni.

(b) Jestlize limsup “2** < 1, pak je fada 3021 arn konvergentni.
(c) Jestlize lim “2** < 1, pak je Tada 302 1 an, konvergentni.

(d) Jestlize lim aZ—:l > 1, pak neplati lima, =0, a tedy je Tada > > ; a,, divergentni.

Diikaz. (a) Pro kazdé n € N,n > ng plati

n—no
ap < Anoq .

—84 —



Ciselné fady

Pouzijeme matematickou indukci.
e n = ng: Plati.

e n~n+1:Je
i1 < qan < qUngq™ ™ = apy g0,

Protoze 3" a,,a™" ™ = 32 a,,qg ™ q" ! konverguje, konverguje i 3" a,, podle
véty 72.

(b) Nalezneme q € (lim sup azf , 1) a ng € N takova, ze

sup{aZ+1,n > no} <q€(0,1).
n

Potom

On+1
Vn >ng: et

<q

Qn,
Z jiz. dokézané &asti (a) pak vyplyva, Ze Y a, je konvergentni.
(c) Je limsup “2** = lim *2* < 1, déle podle (b).

(d) Nalezneme ng € N takové, zZe

Gn41

Vn > ng : > 1,

an

neboli
Vn > ng : Gpt1 > Gp.

Odsud plyne, ze
Vn > ng:an > an, > 0.

Tedy neplati, ze lim a,, = 0, a proto > a, neni konvergentni podle véty 68. O

Necht {an} je nerostouct posloupnost s nezdpornymi
cleny. Pak tada Y o>, an konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje tada Y oo 2™agn.

Dikaz. Oznacme

Sp,=a1+as+...ay,

ty =a1+2a2+ -+ 2%a0k, k€ No.
Pro n < 2F plati

sn < a1+ (a2 +as)+ (aa+as+ag+ar) +---+ (@ + -+ ager1_g)
<a1+(az+az)+ (as+as+ag+ag)+ -+ (age + - + agr) (10)
= a1 +2a3 + -+ 2%ag = 4.
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Pokud n > 2F, plati

sp > a1+ a2+ (a3 +as) + (a5 + ag + a7 +ag) + -+ - + (agr-1,1 + aok)

1
< §a1 + as + 2a4 + 4ag + - - - + 2k_1a2k (11)

1 1
=5'((11+202+4a4+808+"'+2ka2k> =§'tk.

—> Maéme, Ze lim s, = s € R, nebot 3 a,, konverguje. Pro kazdé n, k spliiujici n > 2* plati
podle (11) t < 2s, < 2s. Odsud méme, Ze limt;, € R, nebot 3 2¥a, je konvergentni

<= Podle predpokladu limy_,o tx = t € R. Zvolme n € N. Potom pro kazdé k € N,n < 2F
plati (11), tedy s, < tx < t. Odtud plyne lim s,, < t. Proto je ) a,, konvergentni. [

Diikaz. Rozlisime dva pripady.
(i) a > 1: PouZijeme vétu 76. Misto fady >0, -~ vySetiujeme fadu

J— —_ -
Yo=Y () =2 (2)
ktera konverguje, nebot 2172<0 € (0,1); proto konverguje i pivodn{ fada.
(ii) o < 1: Plati
Vn eN:

>—20.

SN

na

Rada Z% diverguje, a tedy mame podle srovnavaciho kritéria 72, Ze i fada ) T%

diverguje. O

7.3 Rady s obecnymi &leny

Diikaz. BUNO {a,} je nerostouci. Potom
lim a,, = inf {a,,n € N}.
Z predpokladu vime, ze lima,, = 0, a tedy Vn € N : a,, > 0. Pak je

Sp=—01+az—az+as+---+(=1)"an,.
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Pro kazdé n € N plati

Son = (a1 4+ a2) + (—a3 + a4) + - - - + (—azn—1 + a2n),
—_————  — | S —
<0 <0 <0

Son+2 = Son + (—G2n41 + a2n42) < Son.

<0
Dale plati
Son = —a1 + (ag — a3) + (a4 — as5) + - - - + (agn—2 + a2n—1) +a2, > —ay,
S— ~ ~ —
<0 <0 <0

odkud méame, Ze lim s9, = s € R.

Pro kazdé n € N plati

S2n4+1 = S2n — A2n41-

Potom

lim s9p,4+1 = lim(s2, — agn+1) =s—0=s.

Chceme dokézat, Ze lim s,, = s. Zvolme € > 0. K nému nalezneme k1, ko € N takova, Ze
VE e Nk >k :|sop— 8| <e.

Podobné
VEeNk>ko: |82k+1 —Sl <eEe.

Polozme ng = max {2k1, 2ks + 1}. Vezméme n > ng. Pokud je n sudé, je n = 2k a k > k;.
Pak plati
|sp, — s| = |s2r — 8| < e.

Pokud je n liché, je n = 2k + 1, k > ko. Pak plati

|sn — 8| = |sop+1 — 8| < e.
Priklad. Rada Y02 ,(—1)" konverguje.
7.4 Absolutni konvergence rad

Definice 63.

Diikaz. PouZijeme vétu 69, tj. ovéfime BC-podminku pro fadu Y oo ; an.
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Zvolme e > 0. Protoze Y |a,| konverguje, plati

m
> lajl

j=n

dngVm >n>ng : <e.

Pro kazdé m,n € N,m > n > ng plati

m

§Z|Gj|<€

j=n

m
$a,
j=n

diky trojihelnikové nerovnosti. Odtud mame podle véty 69, Ze Y a,, konverguje.

Oznaéme

Sp=a1+ag+ -+ an,

On = |a1| + |a2| + -+ |an|-
Potom lims, = s € R alimo, = o € R a plati
Vn e N:s, <op,

odkud mame, ze s < o. O

Poznamka 57. Nékdy je mozné ukazat konvergenci fady >, an tako, Ze ukazeme kon-
vergenci fady Y o> ; |an|, coZ je fada s nezdpornymi ¢leny.

7.5 Prerovnani rad

Definice 64.

Dikaz.

(1) Pfedpoklddejme nejprve, Ze Y a, mé neziporné ¢leny. Pro kazdé n plati
o0
ar1) + ar@2) + -+ Qr(n) <ai+ag++...0pn < Za/jy
j=1
pokud m > max {7 (1),7(2),...,m(n)}. Odtud plyne
o o0
> an(y) < D
k=1 j=1

Protoze je ) a; konvergentni, je taky >_ ar(x) konvergentni. Ponévadz }_ a; je pferovna-
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nim fady )_ ar (), dostdvdme podle predchoziho
o o0
Z Ar(k) = Z aj,
k=1 j=1

a tedy

o0 o0
D an(r) =D a
k=1 j=1

(2) Obecny ptipad. Pro a € R budeme znadit a™ = max {a,0}. Obdobn& a~ = max {—a, 0}.
Platia=a* —a~,0<a" < |a| a kone¢nd 0 < a~ < |al.

Méme-li } a, absolutné konvergentni fadu, je i Y |a,| konvergentni. Dostdvame, Ze
>~ a} a Y a; jsou konvergentni fady s nezdpornymi &leny. Podle bodu (1) méme

Z a:rL(n) = Z ay,
Z a;(n) = Z a,, .
Dale je
Z Or(n) = Z(a'jr-(n) - “;(n)) = Z a:(n) - Z Ar(n)

podle véty 70. Dale je

=Y at =Y a; =Y (af —ay) =) an,

¢imz je dukaz u konce. O

Diikaz. Hlavni mySlenka dikazu. Oznaéme
P={neNa, >0},Q ={ne€N,a, <0}.

Pak je N=PUQ a taky PN Q = 0. Mnoziny P a @ jsou nekone¢né (kdyby n&jakd z nich
byla kone¢nd, fada by byla absolutné konvergentni). Nalezneme posloupnosti pfirozenych
cisel {pn}ooq a {gn}re, takové, Ze jsou prosté a P = {pp,n € N}, Q = {gn,n € N}. Déle je
YomliGp, =00 a Y 2 ag, = —00, jinak by fada nebyla neabsolutné konvergentni. Bereme
¢leny z P, dokud CasteCny soucet neni vétsi nez s. Pak beru z (), dokud ¢asteény soucet
neni mensi nez s, a tak podobné. Plati lim a,, = 0, nebot }_ a,, je konvergentni fada. Proto
¢astecné soucty konverguji k s. Pro s = co zaCneme s hranici 1, pak zafadime zaporny clen,

pak méme hranici 2, a tak podobné. O

7.6 Soucin rad

Definice 65.
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Dikaz. Oznac¢me

n—E aj,

b

I
M8
Q

|
™M
§

=1 n=1 n=1
m [e9)
Bm:Zb'L B:ana /Bn_Bn B7
=1 n=1
n i
Cn = Z) Ci = Ait+1— .7
=1 7j=1

Je

Cpn = (a1b1) + (a1bz + a2b1) +- - - + (a1bp + a2 + bp—1 + - - - + anby)
—— ———— ~ -

c1 ca cn
=ai(by+bo+---4+by) +ag(by+b1+---+bp_1)+ -+ anbs
=ai1(B+ Bn)+a2(B+ Bn_1) +---+an(B+ 1)
=(a1+az+-- +an)B+(a1Bp + a2fn-1+ -+ anbr),,

= A, B + vp.

Chceme, Ze lim C,, = A - B. Stac¢i ukazat, Ze limy, = 0, nebot lim A, = A a
lim Cp, =lim(A,B+v,) =A-B+0=A-B.
Budeme dokazovat limy, o v, = 0. Vime, Ze
i 5 =0

Zvolme € > 0. Diky (12) nalezneme N € N takové, Ze

Vn>N:|Bu| <e.
Potom pro kazdé n > N plati

Yo = (a1Bn + a2Bp—1 + - + ant1-NBN) + (@n+2-NBN-1 + -+ - + anp1).

Odhadneme |v,| jako

el < (laa] - [Bnl +- - - + |ant1-n| - |BN]) + lant2-NBN—-1 + - + anfi]
\<,€-/ <e

<ae+ |an+2—NﬁN—1 +---+ anﬁ1|-
Ponévadz lim;_, a; = 0, dostdvame, Ze

0 < limsup [yn| < -,
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Ciselné fady
a proto limsup |y,| = 0. Déle plati
0 < liminf |y,| < limsup |y,| =0,
a tedy liminf |y,| = 0 a taky lim~, = 0. O
Piiklad. Rada 1)

konverguje podle Leibnitzova kritéria, nebot f konverguje. Rada

O e A o Ve
Ckzak+1l ZW Vi = (-1 Z\/m

diky AG nerovnosti mame

1 1 2

> =
— 3y = (10t ’
VkE+1—73)i ¢ 2’) Lo k+1

a tedy i
2

>—
=T

a proto Y ci diverguje, nebot neni splnéna nutnd podminka konvergence.

7.7 Taylorovy rady elementarnich funkci

Definice 66.

Exponenciilni funkce. PouZijeme Lagrangeiv tvar zbytku (véta 64). Mame funkce
f(z) = exp(z) v bodé a = 0. Uvazujme z # a. Pro kazdé n € N nalezneme podle véty 64
bod &, mezi 0 a z spliujici

a 1 n 7
flz)—Ti* = mf( (&)
Potom
|f(z) — TO(x)] < | el

~— (n+1)!
jde pro n — oo k nule. Tedy

n

f(z) = lim T/(z) = lim Z,l'a;j: .

n—00 n—00 7!
=0
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Ciselné fady

Odtud plyne pro = = 1:

| =

o0
e=3 -
j=07"

<

Logaritmicka funkce. Opét pouZijeme Lagrangeovu vétu. Mame f(z) = log(1l + z),
z € (0,1]. Pro kazdé n € N nalezneme podle véty 64 &, € (0,z) spliujici

1
@) = TL@)| = |y O 6.
Je
1
f(e) = 1+z
1" 1
F@ =ty
" — (_ _ #
£"(@) = (DD 7
(M) () = (—1)(=2) .. (—(n — 1)) — " — (1) (n — 1
[ (z) = (=1)(=2)...(=(n 1))(1+w)" =(-1)""(n 1)!(1+m)"'
Prepiseme tedy puvodni vyraz
1 . 1 . 1
= (n+1)!(—1) n!—(1+§n)n+lm +| < —
a tedy
Jim TH@) = (@)
Déle at je z € (—1,0). Podle véty 65 nalezneme &, € (z,0) spliujici
£0) = Tf@)| = |51 ) o - )"
|1 n 1 nl (=& \" =
_‘H(_l) (eSS b (1+§n) 1+ &l
ale
§n+_£w < -z, nebot

bn—x < —z—2x6
En(l+2) =&+ 26, <0.

Ptvodni vyraz je tedy roven

_(sn—x)" 2l Je™*
S \1+&) -z~ 1—|z|

coz pro n — oo konverguje k nule.
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Ciselné fady

Odtud plyne pro = = 1:

00 -1 n—1
log2 = Z L
n=1 n

Funkce sinus. Maéame f(z) = sinz. Vezméme z € R, z # 0. Pro kazdé n € N nalezneme
&, mezi 0 a x spliujici

@) = TL@) = gy T e
Pak méame
1@ - T @] < gyl

coz pro n — oo jde k nule.

7.8 Posloupnosti a rfady s komplexnimi Cleny

Definice 67.

Poznamka 58.
(1) {an} konverguje k z pravé tehdy, kdyz lim,_,o |an, — 2| = 0.

(2) Limita posloupnosti {a,} je urena jednozna¢né. Kdyby {a,} konvergovala k z; a 29, je

|21 — 22| < |21 — an| + |an — 22|,
—_———  —

—0 —0
odkud mame z; = 2.
(3) Plati véta o aritmetice limit.

(4) lima, =z <= (limRea, = Rez AlimIma, =Im2).
Definice 68.

Definice 69.

Definice 70.
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Kapitola 8

Primitivni funkce

8.1 Zakladni vlastnosti

Definice 71.

(1) Existuji funkce, které nemaji funkci primitivni, napf. na R.
(2) Je-li funkce F' primitivni k funkci f na I, potom F je spojitd na I.

(3) Hledani primitivni funkce ozna¢ujeme jako integraci. Primitivni funkci nékdy f#ikdme
neurdcity integral.

(4) Je-li F primitivni k f na I, potom F + ¢, kde ¢ € R, je také primitivni k f na I.

Dijkaz. Polozme
H(z) = F(x) — G(z), xel.

Potom pro kazdé x € I plati

H'(z) = F'(z) - G'(z) = f(z) - f(z) = 0.

Odtud méme, Ze H(x) je konstantni na I. O

Oznaceni.

Tabulkové integraly.
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Primitivni funkce

Dukaz. Obé rovnosti dokdZeme zvlast.
e Prvni rovnost
C Ozname H € [(f +g), Zvolme F €€ f,G € [ g. Pak je

H=H-F-G)+F+G, a
H-F-G)+F =f+g-f—-g+f=1f

V)

Ozname H € [ f+ [g. Je
H=F +Gj, Fle/f, Gle/g
H =F+G=f+y,

atedy( H—F—-G)+Fe[faGe [g.
e Druhé rovnost

C Vezméme H € [af. Pak je H = alH, atedy

(3u) =tas=1

aproto LH e [ f.

v

Vezméme F € [ f. Pak je

(aF) =af € /af.

Dukaz. DokéZeme dvé inkluze.

C Funkce f i G jsou spojité na I. Proto je i fG spojita a podle véty 87 ma primitivn{
funkci, oznaéme ji L, je tedy L € [ fG. Je

L=FG-FG+L=FG- (FG- L).
Chceme ovéfit, ze (FG — L) € [ Fg. Po¢idme
(FG—L) = FG+FG — L' = G+ Fg— fG = Fg,

coz jsme chtéli dokazat.

D Jiz vime, Ze Fig mé primitivni funkci na I. Vezméme si U € [ Fg. Chceme dokézat,
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Primitivni funkce

ze FG—-U € [ fG. Je
(FG-U) =FG+FG -U' = fG+Fg—Fg= fG,
coz jsme chtéli dokazat.

Priklad.
(1) Najdéte [logzdz.

Funkei prepiSeme jako [1-logzdz. Pak je
1 c
l-logzdx==xlogz— [ x- Edm =zlogz— [ 1dz ==zlogz —z, =z € (0,00).

(2) Najdéte [ m dz pro n&jaké n € N.
Oznalme I, = [ m dz. Pak je
1 1 1
I, = /\;[c/ —(1 T ;[,‘2)" dz = \_'1;’/ —(1 n w2)n - /\i/"’(_n)—(l T .’1:2)n+1 2z dx

—_— Fooe——
G G g

I SPY B SR,
I R B TR T

T 1+ z? 1
=~ 49 - = =
Atz T2 ( Atz & / T d“’)
T 1 1
= Arae T (/ T+ / 1+ z2)nH d"”)

X
= m + 2nIn - 2nIn+1

a po vyjadreni mame

T +2n—1
1+ z2)n 2n

In-l—l = ( I

1
+ —arctgz, x€R

1 c
I = | ———dz = arct RI = ———
1 /1+m2 xr = arctgxr, =€ Rl 201 +22) ' 2

(3) Najdéte [zsinzdz.
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Primitivni funkce

Je
e’ sinzdzr = e® sinz— | e” coszdz
~ N —— N~
;G F G F g
=e” —sinz — (em cosx — /ez(— sin x) dm)
= e”(sinx — cosz) — /ex sin z dz,
a tedy

1
/exsinmdwé iez(sina:—cosa:), z € R.

Diikaz. Necht J C I je interval. Chceme ukézat, ze f(J) je interval. Vezméme yq,y2 €
f(J), ;1 < y2 a z € (y1,y2). Nalezneme 1,12 € J takové, Ze f(z1) = y1, f(x2) = y2.
Predpoklddejme, Ze z1 < 2. Druhy pfipad by se fesil analogicky. Ozna¢me F funkci
primitivni k f na I. Polozme

H(z) = F(x) — 2z, xel.

Funkce H je spojitd na I, a tedy i na [z1,x2]. Existuje * € [z1,x2], kde H nabyvd minima
na [z1, z2]. Plati
H'(z) = F'(z) — 2 = f(z) — 2, zel,

tedy

H'(z1) = f(z1) —2 =91 — 2 <0, (13)
H'(z2) = f(z2) —2=y2— 2> 0. (14)

Z (13) plyne, Ze existuje d; > 0 takové, Ze

Vz € (z1,21+ 01) : H(z1) > H(z).
Z (14) plyne, ze existuje d2 > 0 takové, Ze

Vz € (x2 — 2,2) : H(z) < H(z2).

Odtud plyne, Ze z* € (z1,z2). Proto je * bodem lokalniho minima H, a tedy H'(z*) = 0.
Proto je f(z*) = z, coz jsme chtéli dokazat. O

Diikaz. Plati
(F(e®)) = F'(p(t)) - ¢'(t) = fle®) - ¢'(t),  t€ ().
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Primitivni funkce

Diikaz. Podle véty 89 je ¢’ na (a, 8) kladnd nebo je ¢’ na («, 3) zdpornd. Pfedpoklddejme
prvni moZznost, druhé se dokdZe analogicky. Potom je ¢ rostouci na (a, ), a je tedy prosté.
Potom ¢~ : (a,b) — (a, B) je dobfe definovéna. Poéitejme

(Gop™) =6 (¢v7'@) - (¢ (@)

= £ (el @) ¢ (¢7@)) - ——

¢ (97 (@)
—_—
£0

Priiklad. Méjme funkci

Pak je F'(z) =0 a pro z # 0 je

1 1 -2
F'(z) = 2zsin o +2? cos o
—_————
—0

Derivace F(x) neni spojita v nule.

Poznamka 60. viz prezentaci

8.2 Integrace racionalnich funkci

Definice 72.

Integrace parcidlnich zlomkt. RozliSujeme parcidlni zlomky vice typi.

(a) Parcidlni zlomky prvniho typu jsou zlomky tvaru

/(de, a€R,AeR,neN.

x —a)”

Integrujeme je néasledovné:

r—a)" A

/ A g & Alog|z —al, x € (—00,a) nebo z € (a,00) n=1,
— I—
( ﬁ~m,x€(—oo,a)nebox€(a,oo) n > 1.
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(b) Parcidlni zlomky druhého typu jsou zlomky tvaru

/ Bz +C
dz,
(22 + az + B)4
kde B,C,0,8 € R,q € N a o? — 48 < 0 (tedy polynom ve jmenovateli nem4 reilné
kofeny). Pak je:

B 2r + « Ba 1
/0ﬂ+aw+ﬂﬁdw+<c_7f>/cﬁ+aw+ﬂﬁdﬁ

I3

Jednotlivé funkce zintegrujeme nasledovné:

1
HIW,QJER, q>1

1
b_/k@+%f+ﬂ—%fdx

I {log(x +az+p),z€eR, ¢g=1,
1=

a tento pripad prevedeme substituci na integraci

1
/ (t2+1)9 d

aZ na néjakou konstantu.
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