Goniometrické funkce
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Sinus a cosinus

Definice 1 (Sinus a cosinus). Necht je dana jednotkova kruznice. Hodnotou funkce sinus
(resp. cosinus) v bodé = nazveme y-ovou (resp. x-ovou) souradnici priseciku této kruznice

s ramenem uhlu svirajicim s x-ovou osou thel 6 = x.
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Véta 1

Ve e R: . ( 7T) ( 7T>
sSln & = cos x—§ = — COS w+§

Véta 2. Trigonometricka jednicka

VreR: sin?x 4+ cos?z =1

Tangens a kotangens
Definice 2 (Tangens a kotangens). Funkei k

tangens (resp. kotangens) nazyvame funkei danou
vztahem:

sin x
cosx’
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COthE - sinx

tgxr =
Pozndmka (Sekans a kosekans). Existuji i funkce
sekans a kosekans.

1 _ l4B] cosecr = L _ |48l
cosz  |AC| " sinz ~ |BC|

secxr =

A nn/

|
i

)

i



Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Véta 3
VreR: sinx:cos(g—x), tgat:cotg(g—m)a
cosxzsin(g—x), cotgmztg(%—x)
Véta 4
Vo € (O,g) : sinz =sin (7 —z) = —sin (7 + x) = —sin (27 — 2)
cosx = —cos (m —x) = —cos (7 + x) = cos (27 — x)
tgr = —tg(m — x)
cotgx = — cotg (m — x)
Véta 5
’ H sin x ‘ cosx ‘ tgx ‘ cotgx ‘
: B — 2 tgx 1
S V1—costz Vittg2e | \/ltcotg?a
— qin? o 1 cotgx
cosz || V1 —sin’x Tt | Vines
sinz V1—cos?z 1
tgxw V1—sin’z cosz B cotg @
\/1—sin2 T cos T 1
cotg v sinz J—co?z tgz _
Dikaz 5.1

V prvnim kvadrantu plyne z Pythagorovy véty, v ostatnich z definice.
Véta 6. Souctové vzorce sinu a kosinu
Vr,y e R: sin (r £ y) =sinz - cosy + cosx - siny

cos(zty)=cosx-cosy Fsinz-siny

Véta 7. Souctové vzorce pro tangnens

Vo,y eR— U {4070 yip 1) e R— U {@H07) gz —y) e R— |y {&£071
yeR— U {#505) vrty) eR— U {E50) Ve —y) e R U {507
tgxr £tgy
tgleEy) =
Ftgr-tgy
Diikaz 7.1

. ) . sin x-cos y+cos xz-siny
t (l’ + ) _ sin(z+y) __ sinz-cosy+cosz-siny __ cosz-cosy _ tgxttgy
g y) = cos(z+y) = cosz-cosy—sinz-siny ~ CosTCosy—sinzsing T | _tgptgy

COS X-COS Y




Véta 8. Souctové vzorce pro kotangens

VoyeR— U {&} V@ +y) eR- U {&} V@-y) eR- U {¥}:

k€EZ kEZ kEZ

cotgx - cotgy F 1

cotg (r £y) =
cotg x + cotgy
Dikaz 8.1
cos xz-cos y—sinx-siny
cot (l‘ + ) _ cos(z4y) __ cosz-cosy—sinz-siny __ sin z-sin y __ cotgz-cotgy—1
& y) = sin(z+y) ~  sinz-cosytcosz-siny ~ Sinzcosytcosasing T ot p4cotgy

sin z-siny

Véta 9. Vzorce pro goniometrické funkce dvojnasobného argumentu

Vr e R: sin2x = 2sinz - cosx cos 2z = cos’ x — sin’ &

Véta 10. Vzorce pro goniometrické funkce polovi¢niho argumentu

VreR:

o x 1 —coszx X 1+ cosx
sin =| =4/ ——~ cos — _
2 2 2 2
Dikaz 10.1
cos’ £ —sin?% = cosz a cos® £ +sin® £ = 1
2cos’ %2 =cosx + 1 2sin® £ =1 —cosx
2x __ cosxz+1 2z __ l—cosx
cos” § = =7 ST 5 = Ty
x| __ cosz+1 L l—coszx
‘cos2 = /3 ’sm2 = 5
Véta 11. Vzorce pro soucet a rozdil goniometrickych funkci
Ve,y e R:
smx—l—smy—Qsm’”;Wcosmz;y cosx—i—cosy:Zcosxzﬂwosw—;y
sinx — siny = 2 cos ”y - sin %5 COST — COSYy = —QSinL;ry - sin %5
Dukaz 11.1
: T — x+y x—y ; zty _ z—y)
Sinx + siny = sin + +sin (= 2 =
= sin x;—y cos 5% + cos ’”;y sin 5% +sin "”J’y cos =¥ — cos ’”“’ sin %5¥ = 2sin "”J’y cos LY

v ostatnich pripadech analogicky



Cyklometrické funkce

Poznamka. Cyklometrickymi funkcemi nazyvame funkce inverzni k goniometrickym funkeim.
Musime omezit D(f), protoze goniometrické funkce nejsou prosté.

Arkussinus a arkuskosinus

Definice 3 (Akrussinus). Funkce arkussinus, oznacend
f~!:y = arcsin z, se nazyva funkce inverzni k funkci
f:y=sinz, kde D(f) = < z > Tato funkce ma

y = sin 'u},

272
nasledujici Vlastnostl

1.D(f) = (—1,1), t=(-1,7)

2. f~1 je rostouci v celem D(f o)

nacend ¢! : y = arccos x, se nazyva funkce inverzni k

funkci g : y = cosx, kde D(g) = (0,m). Tato funkce \

ma nasledujici vlastnosti:

Definice 4 (Arkuskosinus). Funkce arkuskosinus, oz- __w_m\,

: ‘\-; sin(x)

1. D( )"t =(-1,1), H(g)™! ﬁ())’ﬂ BN

2. g lije klesa3101 v celém D(g~ = conte)

Definice 5 (Arkustangens). Funkce arkustangens, oznac¢end h™! : y = arctg z, se nazyva

funkce inverzni k funkci h : y = tgx, kde D(h) = (—g, 5) Tato funkce ma nasledujici
vlastnosti:

L. D(h)™ =R, H(h)™' = (~3,5)

2. h™! je rostouci v celém D(h™1)

Definice 6 (Arkuskotangens). Funkce arkuskotangens, oznacena k~! : y = arccotgw,
se nazyva funkce inverzni k funkci k : y = cotgx, kde D(k) = (0, 7). Tato funkce ma
nasledujici vlastnosti:

1. D(k)™*=R, H(h)"' = (0, )
2. k71 je klesajici v celém D(k™1)

Véta 12. Plati:

1. u=arcsinv & v =sinu,v € (—1,1) ,u € <—g,g>
2. u = arccosv < v =cosu,v € (—1,1) ,u € (0,m)
us

3. u:arctgvﬁv—tguveRu€< 359
4. u = arccotgv < v = cotgu,v € R,u € (0, )

Véta 13. Sinova véta

V kazdém trojtihelniku ABC' plati:

a:b:c:2R’

sinaw  sinf8  sinvy

kde R je polomér kruznice opsané



Véta 14. Kosinova véta

V kazdém trojihelniku ABC' plati:

a’> =0+ c* — 2bccosa, b? = a® + ¢ — 2accos B, 2 = a* + b* — 2abcosy

Véta 15
V kazdém trojuhelniku ABC plati:

1
S = iabsinv = gacsinﬁ = §bcsina



