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Kapitola 1

Logika, mnoziny a zakladni ciselné obory

1.1 Logika

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz ma smysl ¥ici, Ze plati (je pravdivé), nebo ze
neplati (je nepravdivé).

Priklad.
« Cislo &tyfi je sudé. (pravda)
o Videii je hlavni mésto CR. (nepravda)
o Ahoj! (neni vyrok)

o 7" je iraciondlni. (je vyrok, ale nevime, jestli je to pravda)

Definice 1. Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.

Al -A
0] 1
110

Definice 2. Konjunkci A A B vyroku A a B nazveme vyrok:
Plati A i B.

Definice 3. Disjunkci A V B vyroki A a B nazveme vyrok:
Plati A nebo B.

Definice 4. Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vijrok B.
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Vyroku A v implikaci se iika premisa, vyrok B se nazyvé zavér. Vyrok A je postacujici
podminkou pro platnost B a B je nutnou podminkou pro platnost A.

Definice 5. Ekvivalenci A <= B nazyvame vyrok:

Vigrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyzZ plati vijrok B.

(Platnost vyroku) A je nutnou a postaéujici podminkou (platnosti vyroku) B.

ANB|AVB|A=B | A& B

e ==

B
0
1
0
1

_H O O o>
—_ = o<

=
1
1
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~ o o ~|{

Vyrokova forma V je vyraz, ktery mé konecny pocet proménnych, pricemz kdyz za tyto
proménné dosadime prvky z daného oboru, obdrzime vyrok.
Plati nasledujici:

(i

(ii
i

A = B) < (-B = -A)

(AANB)AC) <= (AAN(BAQ))
(iii
(iv
(v

(vi

-(A = B)) < (AA-B)

) (
) (
) (AVB)VC) < (AV(BVOQ))
) (
) (7(AV B)) <= (=AA-B)

) (

A< B) < ((A = B)A(B = A))

Priklad. Vyrok Kocka leze dirou, pes oknem, nebude-li prset, nezmoknem. znegujeme jako
Kocka neleze dirou nebo pes neleze oknem nebo (nebude priet a zmokneme).

Definice 6. Necht V je vyrokova forma s jednou proménnou.

(i) Vyrok ,Pro kazdé x plati V(z).“ symbolicky zapisujeme ve tvaru
Vz : V(z).

Symbol V nazyvime obecnym kvantifikitorem.

(ii) Vyrok ,Existuje x takové, Ze plati V(z)“ zapisujeme ve tvaru
Jz : V(z).
Symbol J nazyvime existenénim kvantifikitorem.

Pfiklad. V(z) : x < 3,z € N je vyrokova forma. V (1), V(3) jsou vyroky.
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Oznaceni (Kvantifikdtor s podminkou). Necht V, P jsou vyrokové formy s jednou promén-
nou a M je mnozina. Pak
Ve e M,P(z) : V(x)

znamens
V(z e M ANP(z)) = V(x),
podobné
Jz € M,P(x) : V(z)
znamens

dz: (x € M AP(z) ANV (x)).

Poznamka 2 (Formule s vice kvantifikatory). Necht V' je vyrokova forma se dvéma pro-
ménnymi. Pak V(z,y) je tedy vyrokova forma o dvou proménnych, 3z : V(z,y) je vyrokova
forma o jedné proménné (y) a Vy 3z : V(z,y) je vyrok.

Poznamka 3 (Negovani formuli s kvantifikatory). Necht V je vyrokova forma s jednou
proménnou. Pak

(Ve : V(z)) =3z : -V(z),
=3z : V(z)) =V : 2V ().

Ptiklad. Uréime negaci vyroku Vz € M, P(x) : V(z). Je

-(Vz € M,P(z) : V(z)) <= -(Vx e M AP(z) = V(z))
< Jz:-(r € M ANP(z) = V(x))
< Jr:z € M AP(x)AN-V(zx)
< Jzx € M,P(z): "V(x).

Poznamka 4 (Varovanil). Zalezi na poradi kvantifikdtorti. Uvazme Z mnoZinu Zen, D
mnozinu déti a M (z,d) vyrokovou formu Zena z je maminkou ditéte d. Pak srovnej

Vde D3z € Z : M(z,d), dz € ZVd € D : M(z,d).

1.2 Metody dikazi

e pirimy dikaz: chceme A =—> B, k tomu dojdeme pres jednotlivé implikace A —>
¢, = ... = (C, = B

e nepiimy dilkkaz: chceme A =—> B, dokazujeme -B — -A
e dikaz sporem: chceme A = B, predpokldddame negaci a dojdeme ke sporu

o dikaz rozborem piipadi: chceme (AV B) = C, dokazujeme A — CAB = C

-3
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o ditkkaz matematickou indukei: Necht V je vyrokova forma s jednou proménnou. Chceme
dokézat, ze Vn € N : V(n). Staéi dokézat
1. V(1)
2.VneN: (V(n) = V(n+1))

1.3 MnozZiny

G. Cantor: ,Mnozinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem ruznych objekti,
které nazyvame prvky, do jediného celku.

Mnozinu definujeme vyctem prvki nebo pomoci vlastnosti, kterou musejf spliiovat jeji prvky,
tj. piSeme {x € M;V(x)}, kde M je mnoZina a V je vyrokova forma.

Pojmy mnoZina, prvek a bijti prvkem povazujeme za primitivni pojmy.

Definice 7. Rekneme, %e mnoZina A je &asti mnoZiny B (nebo A je podmnoZinou
B), jestlize kazdy prvek mnozZiny A je rovnéZ prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikdme
inkluze a znacime jej A C B. Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné
prvky. Prazdnou mnoZinou nazveme mnozinu, kterd neobsahuje zadny prvek. Oznacime

ji symbolem 0.
Poznamka 5. A C B pfipousti i A = B. Systémem mnoZin rozumime mnozinu mnozin.

Definice 8. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu tvofenou vSemi prvky, které

patii alespon do jedné z mnozin A éi B. Znac¢ime AU B.

Je-li A systém mnozin, pak jeho sjednoceni |J.A definujeme jako mnozinu vSech prvki a,
pro které existuje A € A takové, Ze a € A.

Definice 9. Priunikem mnoZin A a B nazveme mnozinu vSech prvki, které nilezeji soucasné
do A i do B. Znadime A N B. Maji-li mnoziny A a B prazdny prunik, fekneme o nich, Ze
jsou disjunktni.

Je-li A neprézdny systém mnoZin, pak jeho prianik (). A definujeme jako mnoZinu vSech
prvku a, které pro kazdé A € A spliuji a € A.

Definice 10. Rozdilem mnozZin A a B nazveme mnozinu prvki, které patfi do mnozZiny A

a nepatii do mnoZiny B. Znaéime A \ B.

Definice 11. Kartézskym soucinem mnozin A, ..., A, nazveme mnoZinu vSech uspota-
danych n-tic
A x Ay x---x A, = {[al,...,an]; a; EAz}

Necht X je mnozina a A je neprdzdny systém mnozin.
Pak plati
X\UA:ﬂ{X\A;AeA}

—4-
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a ddle

X\ﬂA=U{X\A;A€A}.

Dukaz.

C Predpoklddejme, 7e z € X N\ |JA. Potom platiz € X az ¢ A, tzn. VA€ A: x ¢ A.
Odtud méme, 7e VA € A je z € X \ A. Potom dostavime z € N{X \ A, A € A}.

D Piedpokliddejme, ze z € N{X \ A,A € A}. Pro kazdé A € A plati z € X \ A.
Odtud plyne z € X a pro kazdé A € A mdme z ¢ A. Potom z ¢ |J.A. Dostdvame
re X UA O

1.4 Relace usporadani a zobrazeni

Definice 12. Binarni relaci rozumime libovolnou mnozinu usporadanych dvojic. Pokud
R je binarni relace a [a,b] € R, pak iikdme, Ze prvek a je v relaci R s prvkem b. Casto v
tomto ptipadé pouzivame zapis a R b.

Pokud binarni relace R spliiuje R C A x B, pak fikdme, Ze R je binarni relaci mezi prvky
mnozin A a B. Pokud A = B, pak fikdme, Ze R je binarni relaci na A.
Definice 13. Necht X je mnozina a R je relace na X. Rekneme, ze R je

o reflexivni, jestlize pro kazdé x € X plati [z, z| € R,

o symetrick4, jestlize pro kazdé z,y € X spliiujici [z,y] € R plati [y, z] € R,

o tranzitivni, jestlize pro kazdé z,y,z € X spliujici [z,y] € R a [y,2] € R plati
[z,2] € R,

o antisymetricka, jestlize pro kazdé z,y € X spliujici [z,y] € R plati [y, z] ¢ R,
» slabé antisymetricka, jestlize pro kazdé z,y € X spliujici [z,y] € R a [y,z] € R
plati x = y.
Definice 14. Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, 7e R je na A
o usporddani (nékdy také Castené usporfddani ¢i neostré usporadani), jestlize je
reflexivni, slabé antisymetricka a tranzitivni,
e ostré uspoiadani, jestlize je antisymetrickd a tranzitivni,
o linearni uspoiadéni, jestlize jde o uspofadani a pro kazdé =,y € A plati [z,y] € R
nebo [y,z] € R.
Priiklad. UvaZzujme mnozinu podmnozin N s relaci A C B. To je usporadéni, ale neni to

linearni usporadani.

Definice 15. Necht < je relace uspofddani na mnoZiné X a A C X. Rekneme, e prvek
z € X je
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o maximalnim prvkem (maximem) mnoziny A, jestlize z € A a neexistuje a € A
takové, ze x < a a x # a,
e nejvétsim prvkem mnoziny A, jestlize € A a pro kazdé a € A plati a < z.
Pojmy minimdlni prvek (minimum) mnoZiny a nejmensi prvek mnoziny jsou definoviny

ziejmym zplisobem.

Priklad. V mnoziné {{1}, {2}, 0} uspofddané inkluzi jsou {1} a {2} maximéalni, ale mnoZina
nemé nejvetsi prvek.

Definice 16. Necht < je relace uspofddani na mnoziné X a A C X. Rekneme, Ze prvek
z e X je

e horni zavorou mnozZiny A, jestlize pro kazdé a € A plati a < z,

e dolni zAvorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati z < a.
MnoZina A je

« shora omezena, jestlize existuje prvek z € X, ktery je horni zdvorou mnoziny A,

o zdola omezend, jestliZe existuje prvek z € X, ktery je dolni zdvorou mnoziny A,

e omezena, jestlize je omezend shora i zdola.
Definice 17. Necht < je relace uspofddani na mnoziné X a M C X. Rekneme, Ze prvek
G € X je supremem mnoziny M a znac¢ime sup M, jestlize plati:

1. G je horni zdvorou mnoziny M,

2. je-li prvek G’ € X horni zdvorou mnoziny M, potom G < G'.
Rekneme, 7e prvek g € X je infimem mnoziny M a znaéime inf M, jestlize plati:

1. g je dolni zdvorou mnoziny M,

2. je-li prvek ¢’ € X dolni zdvorou mnoziny M, potom ¢’ < g.
Pfiklad. Supremum mnoziny (0,1) je 1.

Poznamka 6. Supremum a infimum jsou ureny jednozna¢né, pokud existuji (plyne ze
slabé antisymetrie).

Poznamka 7. Mé-li mnoZina nejvétsi prvek, je to supremum.

Diikaz. At L je nejvétsi prvek mnoziny M.

(a) Le M\VNz € M : 2 < L = L je horni zévora,

(b) Je-li G’ horni zévora M, pak L < G’, protoze L € M, tedy L je supremum mnoZiny M.
O
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Necht < je relace uspordddni na mnoziné X, M C X je neprdzdnd mnoZina a
existuje infimum a supremum mnoziny M. Potom plati inf M < sup M.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze M # (). Nalezneme a € M. Potom plati inf M < a a a < sup M.
Diky tranzitivité mame inf M < sup M. O

Definice 18. Binarni relaci F' nazyvame zobrazenim, pokud spliiuje
Ve y vy : (([2,31] € F A [z,32] € F) = y1 =12).

Rekneme, %e zobrazeni F' je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize plati
F CAx B.

Oznaceni. Je-li x takové, Ze existuje y : [z,y] € F, je y urCené jednoznaéné a zna¢ime ho

Definice 19. Necht F' je zobrazeni.
e Definiénim oborem zobrazeni F' nazyvame mnoZinu
D(F) = {z; 3y : [z,y] € F}.

Pro z € D(F) ozna¢ujeme jednoznalné ureny prvek y spliujici [z,y] € F symbolem

¢ Oborem hodnot zobrazeni F' nazyvame mnoZinu

H(f) ={y; Iz : [z,y] € F}.

Oznaceni. Necht A a B jsou mnoziny a F' je zobrazeni.

(a) Pak symbol F' : A — B znamend, ze F' je zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B a
D(F) = A. Takové zobrazeni F' nazyvime také zobrazenim mnoziny A do mnoZiny
B.

(b) Pokud je B =R, pak misto terminu zobrazeni pouzivime termin funkce.
Poznamka 8. Graf F je {[z, F(z)],z € D(F)}.

Definice 20. Necht A, B jsou mnoziny a f je zobrazeni.

e Obrazem mnozZiny A pfi zobrazeni f rozumime mnoZinu

{ye H(f); Ix e D(f)NA: f(z) =y},

kterou znacime f(A).
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e Vzorem mnoziny B pii zobrazeni f rozumime mnozinu

{z € D(f); f(z) € B},
kterou znaéime f~!(B).

Definice 21. Rekneme, %e zobrazeni f

 je prosté, jestlize plati
Va,y € D(f): f(z) = fly) = z =y,

e je na mnozinu B, jestlize plati H(f) = B,

o je bijekci mnoZiny A na mnozinu B, jestlize D(f) = A a jde o prosté zobrazeni na
B.

Definice 22. Necht f je zobrazeni a C' je mnozina. Pak zobrazeni definované predpisem
z — f(z), z € CND(f), nazyvame restrikci nebo ztiZenim zobrazeni f na mnozinu C a
znaéime jej f|c.

Definice 23. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano predpisem
(go f)(z) = g(f(x)) pro vSechna = € D(f) takova, Ze f(x) € D(g). Zobrazeni go f nazyvidme
sloZzenym zobrazenim (sloZenim zobrazeni) f a g, pfitemZ g nazyvime vné&jSim
zobrazenim a f nazyvame vnitfnim zobrazenim.

Definice 24. Necht f : A — B je prosté zobrazeni. Pak zobrazeni f=! : f(A) — A
definované pro y € f(A) predpisem f~!(y) = z, kde = € A je jednoznac¢né uréeno vztahem
y = f(x), nazyvdme inverznim zobrazenim k zobrazeni f.

Definice 25. Necht A je neprazdnd mnoZzina.

(a) Koneénou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni mnoziny {1,...,n}, kde
n € N, do mnoziny A. Pokud k — ai, k € {1,...,n}, je takové zobrazeni, pak tuto
posloupnost zna¢ime {ay});;_;. Prvek aj nazjvime k-tym €lenem této posloupnosti.

(b) Nekone¢nou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni n — a,, n € N,
mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny A. Takovou posloupnost obvykle znac¢ime
{an},, piipadné jen {a,}. Prvek a, nazyvime n-tym ¢lenem této posloupnosti.

Poznamka 9. Posloupnost miZeme zadat
o explicitné: a, = 25,n €N,

e rekurentné: a; = 2,a, = ap—1 + 4.
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1.5 Konecné a spocetné mnoziny
Definice 26.

(a) Rekneme, e mnoZina A m4 stejnou mohutnost jako mnozina B, jestlize existuje
bijekce A na B. Znaéime A ~ B.

(b) Rekneme, Ze mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny

B, jestlize existuje prosté zobrazeni A do B. Znac¢ime A < B.

(c) Rekneme, %e mnozina A ma mensi mohutnost nez mnozina B, jestlize existuje
prosté zobrazeni A do B a pfitom A nem4 stejnou mohutnost jako B. Znac¢ime A < B.
Rikéme taky, Ze A je subvalentni B.

Piiklad. At A= {n?,ne N}, B=N.Pakzt:n?—n?a f:n?+— nplyne A~ B.

Definice 27. Rekneme, 7e mnozina X je koneénd, pokud je bud prézdna, nebo existuje
n € N takové, e X m4 stejnou mohutnost jako {1,...,n}. Rekneme, e mnozina X je
nekoneéna, pokud neni kone¢na. Rekneme, e mnozina X je spocetna, jestlize je koneéns,
nebo m4 stejnou mohutnost jako N. Nekoneéna mnozina, kterd neni spocetné, se nazyva
nespocetna.

Pro pocet prvka koneéné mnoziny X pouzivime Casto znaceni |X|. Dvé
koneéné mnoziny X, Y maji stejnou mohutnost pravé tehdy, kdyz | X| = |Y]|.

Necht A, B jsou mnoziny takové, Ze A X B a zdroven B <X A.

Pak A a B maji stejnou mohutnost.

Necht X je mnozina. Pak X < P(X), kde P(X) je mnoZina vsech

podmnoZin mnoZiny X.

Priklad. N < P(N).

(a) PodmnoZina spocetné mnoZiny je spocetnd.

(b) Necht zobrazeni f : A — N je prosté. Potom je mnoZina A spocetnd.
(c) Sjednoceni spocetné mnoha spocetnijch mnoZin je spocetné.

(d) Obraz spodetné mnoZiny je spocetnd mnozina.

(e) KazZdd nekoneénd mnozina obsahuje nekonecnou spocetnou podmnoZinu.
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1.6 Ciselné obory

2

Mnozinu realnych ¢isel R lze popsat jako mnoZinu, na niz jsou definovany operace séitani
(R x R = R) a nasobeni (R x R — R) a relace uspoiadani (<), pfitemZ jsou splnény
nasledujici tfi skupiny vlastnosti:

I. vlastnosti séitani a nasobeni a jejich vzajemny vztah,
e Vz,y,z€R:z+ (y+ 2) = (x + y) + 2z (asociativita s¢itdni),
o Vz,y € R:z+y=y+ z (komutativita s¢itdni),

e Jw e RVz € R: w+z =z (prvek w je uréen jednoznaéné, znacime ho 0 a fikdme
mu nulovy prvek),

o VzeRIz€R: 24+ 2=0 (z je tzv. opatné ¢islo k &islu z, je uréeno jednoznaéné
a zna¢ime ho —zx),

o Vz,y,z€R:z-(y-2) = (z-y)- 2 (asociativita ndsobeni),
o Vz,y € R: 2z y=1y-z (komutativita nésobeni),

e JveR\{0}VzeR:v-z =2z (prvek v je uren jednoznacné, znac¢ime ho 1 a
fikdme mu jednotkovy prvek),

e V€ R~ {0} Iy €R:z-y=1 (prvek y je uréen jednozna¢né a znacime ho 1),
e Vz,y,z€R: (z+y) - z=x-2z+y- z (distributivita).
II. vztah usporddani a operaci s¢itdni a nésobeni,
e < je linearni uspotadani,
o Vz,y,z€R:2<y = z+2<y+z
e Vz,y e R: (0<zA0<y) = 0<zx-y.

III. vlastnost suprema: KazZdd neprdzdnd shora omezend podmnoZina R md supremum.

Necht M C R je neprdzdnd zdola omezend mnoZina. Pak existuje infimum mnoZiny
M.

Diikaz. Predpokladejme, ze M C R je neprazdna zdola omezend mnozina. Definujeme
—M ={-m,me M}.

Mnozina, —M je neprazdné, protoze M je neprazdna.
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Logika, mnoziny a zikladni ¢iselné obory

—M je omezena shora. M je omezeni zdola, takze nalezneme K € R takové, Ze
Vr € M : K < z. Odtud plyne Vx € M : —x < —K. Prvek —K je tedy horni zivorou
mnoziny —M, odkud méame, Ze —M je shora omezena.

Podle vlastnosti suprema existuje sup(—M). Polozme g = —sup(—M).

(a) sup(—M) je horni zévorou —M, takze g = —sup(—M) je dolni zdvorou mnoziny M.

(b) Pfedpoklddejme, Ze g’ je dolni zdvorou mnoZiny M. Potom —g’ je horni zdvorou mnoziny
—M. Plati, Ze sup(—M) < —¢’. Odtud ¢’ < —sup(—M) = g. O

Ke kazdému x € R existuje n € N spliiujici x < n.

Diikaz. Dokazujeme sporem. Pak Vn € N : n < z, takze x je horni zdvorou mnoziny N, a
tedy N je shora omezena. MnozZina N je neprazdné, a proto podle vlastnosti suprema existuje
supremum N, které oznacime jako G. Potom plati

VneN:n<G.

Odtud plyne Vn € N:n 41 < G, neboli ¥n € N:n < G — 1. Cislo G — 1 je horni zévorou
mnoziny N a plati G — 1 < G, coz je spor s definici suprema. O

Pro kaZdé r € R existuje prdvé jedno cislo k € 7 takové, Ze k <r < k + 1.
Diikaz. Postupné dokazeme existenci a jednoznacnost.

Existence. PoloZzme M = {n € Z,r < n}. Mnozina M je zdola omezend, nebot r je jeji
dolni z&vorou. Podle véty 7 plati M # (). Podle véty 6 existuje infimum mnoziny M, které
oznadime g. Nalezneme k' € M takové, Ze k' < g+ 1. PoloZzme k = k' — 1. Plati k € Z, nebot
kK€ M CZ.Ponévadz k' € M, médmer <k’ =k+1.Plati ¥ —1 < g,atedy k¥ —1¢ M.
Méme tedy k=% —1<r.

Jednoznacnost. Pfedpokladejme pro spor, Ze existuji k,j € Z,k # j takova, 7ze k < r <
k+1laj<r<j+1. BUNO j<k. Potom0<k—j<1,k—j€Z, coz je spor. O

Oznaceni. Celou ¢ast ¢isla r znacime [r].

Necht a,b € R, a < b. Pak existuje ¢ € Q takové, Ze a < q < b.

Diikaz. Podle véty 7 nalezneme n € N takové, Ze

1

n > .
b—a
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Logika, mnoziny a zikladni ¢iselné obory

v __ [na]+1
Polozime ¢ = == . Potom ¢ € Q a
1 1
a:E<[na]+ Sna+ .
n n n
Podle rovnice 1 mame nb —na > 1 <= nb > 1+ na, a tedy %ﬂ < %b =b. O

Definice 28. MnoZinu komplexnich ¢isel C definujeme jako mnozinu vSech usporadanych
dvojic (a,b), kde a,b € R, pfiGemz pro komplexni ¢&isla z = (a,b), y = (¢, d) definujeme
operace sCitani a nasobeni nasledovné:

e z+y=(a+cb+d),
e z-y=(ac—bd,ad+ bc).

Necht z = (a,b) € C. Prvek a nazyviame realnou €éasti z, prvek b nazyvame imaginarni
&asi z. Absulotni hodnotou komplexniho &sla = rozumime /a2 + b2. Déle definujeme
0=(0,0), 1 =(1,0) ai = (0,1). Komplexné sdruzenym ¢islem k z rozumime &islo
z = (a,—b), symbol —z znadi ¢islo (—a, —b) a symbol 1/x znaéi pro z # 0 (jednoznacéné
uréené) &islo spliujici - 1 = 1.

z
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Kapitola 2

Limita posloupnosti

2.1 Uvod

Definice 29. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
e shora omezena, jestlize mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je shora omezen3,
o zdola omezena, jestlize mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je zdola omezena,

e omezena, jestlize mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je omezena.

Definice 30. Rekneme, 7e posloupnost {a,} je
o neklesajici, je-li a, < any1 pro kazdé n € N,
 rostouci, je-li a, < an4+1 pro kazdé n € N,
e nerostouci, je-li a, > a,11 pro kazdé n € N,
o klesajici, je-li a, > an4+1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni, pokud spliiuje nékterou z vyse uvedenych podminek.
Posloupnost {a,} je ryze monoténni, pokud je rostouci ¢i klesajici.

2.2 Vlastni limita posloupnosti

Definice 31. Necht {a,} je posloupnost redlngch &isel a A € R. Rekneme, Ze posloupnost
{a,} ma limitu rovnou A, jestlize plati

VeeR, e>03IngeNVReEN, n>ng:|a, — Al <e.

Necht {an} je posloupnost, kterd md limitu rovnou A € R
a zdrovert md limitu rovnou B € R. Potom plati A = B.

— 13—



Limita posloupnosti

Diikaz. Zvolme € € R, e > 0. K tomuto £ nalezneme néjaké ng takové, ze
VneN,n>ng:|a, — A <e.
Déle nalezneme n{, € N takové, Ze
VneN,n>ng: |a, — B| <e.
Nalezneme m € N, které spliiuje m > ng a m > ny,. Potom plati
0<|A-B|=|A—apn+an—B|<|A—an|+|am —B| <e+e=2e.

Odtud plyne, ze |A — B| = 0, neboli A = B. O

Oznaceni. Ma-li posloupnost {a,} limitu A € R, potom ji zna¢ime lim,,_,, a,, nebo jen
lim a,,.

Definice 32. Rekneme, %e posloupnost {a,} konverguje (je konvergentni), jestlize
existuje A € R takové, ze lim a,, = A, neboli plati

JAeRVeeR, e>03IngeNVReEN, n>ng:|a, — Al <e.

Je-li posloupnost konvergentni, fikame téz, Ze ma vlastni limitu. Jestlize posloupnost nems
vlastni limitu, pak fikdme, Ze diverguje (je divergentni).

Necht {an} je posloupnost a A € R. Pak lima,, = A prdvé tehdy, kdyz existuje
K eR, K > 0, takové, Ze plati

VeeR, e>03ngeNVneN, n>ng:|a, — Al < Ke.

Dukaz.

<= Zvolme ¢ € R,& > 0. PoloZme & = &. Podle pfedpokladu nalezneme pro & ¢islo ng € N
takové, Ze
VneN:n>ng:|a, — Al < Ké =e.

Odtud plyne lim,_,, a, = A.

= Zvolme ¢ € R,e > 0. Polozme ¢ = Ke. Podle pfedpokladu nalezneme ¢éislo ng € N
takové, Ze
VneN:n>ng:|a, — Al < & = Ke.

Priklad.
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1. Necht {a,} je posloupnost a existuje n* € N a ¢ € R takovd, ze Vn € N;n > n* : a, = c.

Potom lim,,_.oo a, = c.

Zvolme € > 0. Polozme ny = n*. Potom Vn € N,n > ny méme |a, —c| =|c—c| < e.

2. limp o0 = =0

Necht € € R, > 0. Nalezneme ng € N takové, Ze ng > % podle véty 7. Potom

1 1 1
VnGN,n>n0:’——0‘=—§—<€.
n n = no
3. limn_)oo % == 1
Sporem. Predpoklidejme, Ze
JeeR,e>0VngeNIneN,n>ng:la, — 1| =|¥n—1| >e. (2)

Zafixujeme € € R, e > 0 takové, Ze plati (2). Nalezneme rostouci posloupnost pfiroze-
nych &isel {ng},-; takovou, Ze

VkE e N:|/ng—1| >e.

Konstrukce {nj}, .

o k =1: Polozme ng = 1 a pouzijme (2). Nalezneme n; € N spliiujici | y/ni — 1| >
€.

o k-~ k+1:Jiz mdme n; < ng < --- < ng. PoloZzme ng = ng + 1 a pouzijeme (2).
Nalezneme ny; € N splitujici ng1 > no > ng a | "k+y/nr1 — 1| > €. Pro kazdé
k€N, k> 2 plati

| "/ — 1] > €

wn—1>¢€
ne > (14e)™ >1+ ("1’“>e+ ("2’“>a2

n 1
ng > (2k)s2 = Enk(nk — 1)52.

Pro kazdé k € N, k > 2 plati
2
—>n;—1
ez ="k
2
2 +1>ng >k = N je shora omezen3,

COZ je Spor.

4. Posloupnost {(—1)"}>° ; neni konvergentn.
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Limita posloupnosti

Sporem. Pfedpoklddejme, Ze existuje A € R spliujici lim,,_,.(—1)" = A. PoloZzme
€= % K nému nalezneme ng € N takové, ze

1
VneN,n2n0:|(—1)”—A|<s=§.

Odtud plyne A € (%, %) a zaroven A € (—%, —%), coZ je spor.

Necht lima, = A € R. Potom lim |a,| = |A|.
Diikaz. Zvolme € € R, e > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
VneN,n>ng: |a, — Al <e.
Potom pro kazdé n € N,n > ny plati

llan| = |Al] < lan — Af <e.

Dikaz nerovnosti ||z| — |y|| < |z —y|. Pro vSechna z,y € R plati

lz| = |z —y+y| <|z—y|+ |yl
lz| — |y < |z —yl.

Necht {an} je konvergentni posloupnost. Potom je {an} omezend.

Drikaz. Hodnot pfed ng je koneéné mnoho. Ozna¢me A = lim a,. Zvolme ¢ = 1. K nému
nalezneme ng € N takové, ze

VneNn>ng:la, — Al <e=1.
Mnozina {ay,...,an,} je koneénd, a proto Ic € R takové, ze
VneN,n<mng:|a,| <ec.
Dale plati
VneN,n>ng:|ap| = |an+A— A <|a, — Al +|4] <1+ |A]
Polozme K = max {c, 1 + |A|}. Potom plati
Vn € N: |a,| < K,

odkud méme, Ze {a,} je omezen4. O
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Definice 33. Necht {a,} je posloupnost a {n;}72, je rostouci posloupnost pfirozenych
¢isel. Pak {an, }32; nazgvime vybranou posloupnosti z posloupnosti {a,}, piipadné
podposloupnosti posloupnosti {a,}.

Priklad. At {%}oo je posloupnost. Pak posloupnost n, = k2, k € N je vybran posloupnost:
L1 n=1
{W}sz
Necht {an} je posloupnost, lima, = A € R a {ni}32, je rostouct posloupnost

prirozengch cisel. Potom limg_; o an, = A.

Diikaz. Zvolme € € R,e > 0. Nalezneme n’ € N takové, Ze
Vn>n',n€N:la, — Al <e. (3)

Pro kazdé k € N,k > n’ plati ny, > k > n’. Potom |a,, — A| < € podle (3). O

Poznamka 11. Vétu 13 lze uzit k dtikazu, Ze jistd posloupnost {a,} nemd limitu. Staci
nalézt dvé podposloupnosti z {a,} s rozdilnymi limitami.

Necht {an} a {bn} jsou posloupnosti, lima, = A € R a
limb, = B € R. Potom plati:
(a) lim(a, +b,) = A+ B,
(b) lim(an - by) = A - B,
(c) je-li B # 0 a pro kaZdé n € N plati b, # 0, pak

ap, A

lim =" = =

b, B’

Dikaz.

(a) Zvolime € € R,e > 0. Nalezneme n4,np € N takova, Ze

Vn e N,n>ny : |a, — 4| <,
VneN,n>npg:|bp — B|<e.

Polozme nyg = max {n4,np}. Pro kazdé n € N,n > ng plati
|(an +bn) — (A+ B)| =|(an — A) + (b, — B)| < |anp, — A| + |bp, — B| <e+¢& = 2e.

Odtud dle lemmatu 1 plyne lim,_,(an + b,) = A+ B.

(b) Posloupnost {b,} je konvergentni, a tedy omezend podle véty 12. Nalezneme K € R, K >
0 takové, ze
VneN: |b,| < K.
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Zvolme ¢ € R,e > 0. Nalezneme n4,ng € N takova, ze

VneN,n>ny:la, — 4| <e,
VneN,n>npg:|b,— B|<e.
Polozme ng = max {n4,np}. Vezméme n € N,n > ny. Poclitejme
|anby, — AB| = |anby, — Aby, + Ab, — AB| = |(a, — A)b, + A(br, — B)|

< |(an — A)by| + |A(bn, — B)| = |an — A - |bs| + |A] - |br, — B|
<eK+|A|l-e =¢(K +|A]),

odkud méme podle lemmatu 1 lim a,b, = AB.

(c) Pro kazdé n € N plati

a_n_é __|anB — AB + AB — Ab,
b, B| b,B
< |anB — AB| + |AB — Aby,| _ |an, — Al - |B| + |A| - |B — by| 5)
5B 5B
1 A
=~ an— A+ 2 b, — B
bl 1o = A o yE o B

Ponévadz limb, = B a |B| > 0, 1ze nalézt n* € N takové, Ze
" 1
VneN,n>n*:|b, — B| < §|B|

Potom pro kazdé n € N,n > n* plati |b,| > 1|B|. Necht € € R, e > 0. K nému nalezneme
m* € N takové, Ze

VneN,n>m":l|a, — Al <eAl|b,— B| <e.

Polozme ny = max {m*,n*}. Pro kazdé n € N,n > ng podle (5) plati

a, A 1 |A|
on Sl _— —Al+ """ 1 —B
b Bl =l A E P
<T %5 €t T %5 o 14 ‘€,
3 |B| 3Bl B
odkud podle lemmatu 1 dostédvame lim ‘Z—: = %. O

Piiklad.

2
(1) limp 00 77 =0, nebot lim 1 = 0 a lim ; = (lim 1)".
(2) Necht k € N. Potom plati lim,, nik =0.

(3) lim 2! =Tim (1- 1) =14 (-1)-0=1.
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Poznamka 12 (Varovani!). Vztah lim(ay, + by) = lim a,, + lim b, obecni neplati! Polozme
{an} = {(=1)"}, {ba} = {(~1)}"" . Potom plati

lim(an + bp) =1lim0 =0,
ale lim a,, ani lim b,, neexistuji.

Poznamka 13. Pokud zménime kone¢né mnoho ¢lenii posloupnosti, nebude to mit zadny
vliv na existenci ¢i neexistenci limity ani na jeji pfipadnou hodnotu. Odtud plyne, Ze mizeme
pocitat limity ,,posloupnosti®, které jsou definovany na N vyjma kone¢né mnoziny.

Necht {an} a {bn} jsou posloupnosti, lim a, = 0 a {b,} je omezend. Paklim anb, =

Diikaz. Nalezneme K € R, K > 0 takové, Ze
VneN:|b,| < K.
Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
Vn e Nyn > ng: |a, — 0] = |an| < e.
Pro kazdé n € N,n > ny plati
lanbn| = |an| - |bn| < €K,

odkud podle lemmatu 1 méme lim a,b, = 0. ]
Priklad. lim,_ % -sinn = 0.

Necht A,B € R, {an} a {bn} jsou posloupnosti splriujici
lima, = A alimb, = B.

(a) Necht A < B. Potom ezistuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plat{
an < bp.

(b) Necht existuje n* € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > n*, plati a, > b,. Potom
A > B.

Diikaz.
(a) Polozme € = 1(B — A). Nalezneme ni,ny € N takové, Ze plati
VneN,n>ng:|a, — 4| <e.
Podobné

VneN,n>mny:|b, — Bl <e.
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Polozme nyg = max {ni,n2}. Pak Vn € Nyn > ng platia, < A+eca A+e < B—¢ < by,.

(b) Sporem. Pfedpoklddejme, Ze A < B. Podle (a) nalezneme ng takové, ze Vn € N,n > ny
plati a,, < by,. Zvolme n; = max {ng, n*}. Potom plati a,, < b, < an, z pfedpokladu,
COZ je Spor. O

Poznamka 14. V bodé A nelze uvaZovat neostrou nerovnost misto ostré. Pak
Ay = — b, =0 lima, = 0 =1limb,.
n

Podobné v (b).

Necht {an}, {bn} a {cn} jsou posloupnosti splriujici:
(a) existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ny, plati a, < ¢, < by,
(b) {an} a {bn} jsou konvergentni a plati lim a,, = lim b,,.
Potom je {c,} konvergentni a plati lim ¢, = lim a,.

Diikaz. Oznaéme lima,, = limb,, = A. Zvolme € € R,e > 0. Nalezneme n; € N takové, Ze

VneN,n>n;:|a, — Al <e,
VneN,n>mng:|b, — Al <e.

Polozme ny = max {ng, n1}. Potom pro kazdé n € N,n > ny plati
A—e<apn<c, <b,<A+e,

tedy také

cn—A| <e. O

Pfiklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Potom plati lim, . /c = 1.

(1) ¢ > 1: Plati Vn € N: {/c > 1. Existuje ng € N takové, Ze
Vn€N,n>ng: ¥/n> e

Podle véty o dvou straznicich 17, vezmeme-li a, = 1,b, = /n,c, = {/c, dostaneme
limn_)oo {L/E = 1.

(2) 0<c<1:Jelim {/c=lim —=, 1 > 1. Zbytek dostaneme z (a).

c
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2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice 34. Rekneme, e posloupnost {a, } m4 limitu rovnou oo (¢teme plus nekone¢no),
jestlize
VKeRIngeNVREN, n>ng:a, > K.

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou —oco (éteme minus nekoneéno), jestlize

VK eRdIngeNVReEN, n>ng:a, < K.

Ma-li posloupnost limitu rovnou plus nebo minus nekonecnu, fikdme, Ze ma nevlastni
limitu. Jestlize ma posloupnost limitu rovnou oo, pak fikime, Ze diverguje k oo. Jestlize
mé posloupnost limitu rovnou —oo, pak fikime, ze diverguje k —oo.

Priklad. Ukazeme, Ze lim,_,,,n = co. Zvolme K € R. Podle véty 7 nalezneme ng € N
takové, Ze ng > K. Potom Vn € N,n > ng plati n > ng > K. Odtud plyne lim,,_,oo n = oo.

Oznaceni. R* = RU {—o00, +00}.

Necht {a,} je posloupnost, kterd md limitu rovnou
A € R* a zdrovert md limitu rovnou B € R*. Potom plati A = B.

Diikaz. Sporem. Piedpokladejme, 7e A # B. BUNO A < B. Rozlisime nasledujici piipady:
(1) A= —o00,B€R,
(2) A= —00,B = 0,
(3) AeR,B€R,

(4) AeR,B = oc.

Ukéazeme pfipad (1), v ostatnich se postupuje analogicky. Zvolme € = 1. Nalezneme n; € N
takové, ze
VneN,n>mn;:|a, — Bl <e=1.

Zvolme K = B — 1. Nalezneme ng € N, takové Ze
VneNn>ng:a,<K=B-1.
Polozme m = max {ni,na}. Pak plati a,,, < B —1 < am,, coZ je spor. O

Poznamka 15. Oznaceni. Symbol lim,, . a, bude znacit vlastni nebo nevlastni limitu
posloupnosti {a,}, pokud existuje. Nékdy budeme pouzivat jen symbol lim a,,. Nékdy také
piSeme a, — A,n — oco.
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Poznamka 16.

je vlastni, tj. lima, € R

existuje

00
lima, je nevlastni, tj. lima, = {

—00

neexistuje
Pokud m4 vlastni limitu, fikdme, Ze konverguje. V ostatnich pripadech diverguje.
Poznamka 17 (Rozsifend redlni osa R*).
e usporadani na R*
—00 < 00, VaeR: -0 <a, Va € R < o0,
tedy < na R* je linedrni
e séitani na R*
—(00) = —0o0, —(—00) = o0, VaeR:a+ 00 =00+a=o00,
obdobné pro
VaeR:a+ (—o00)=—00+a=—-00, o00+00=00 —00+ (—00)=—00.

Vyraz oo — 0o neni definovan.
e nisobeni na R*
vaeR*,a>0:a'(:|:OO)=(:l:oo).a::l:oo,

Va € R*;a <0:a-(£oo) = (£o0) - a = Foo,

0o t=0, (-o0)'=0.

Necht’ {an} a {bn} jsou posloupnosti, lima, = A € R*
o lim b, = B € R*. Potom plati:

(a) lim(ay, + by,) = A+ B, pokud je vjraz na pravé strané definovdn,

(b) lim(a, - by) = A- B, pokud je vijraz na pravé strané definovdn,

c) je-li by 0 pro viechna n € N, pak lim % = 4. pokud je vjraz na pravé strané
bn B

definovdn.

Diikaz. Dokézeme piipad (a), ostatni analogicky. Pokud A, B € R, pak znéni plyne z véty
14. Diky komutativité staci dokazat tvrzeni v néasledujicich pripadech:

(i) A= B = o0,
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(i) A=o00,BE€R,
(i) A€ R,B = —oo,
(iv) A= B = —o0.

Provedeme pouze dikaz pfipadu (ii). Zvolme K € R. Nalezneme nj,ng € N spliujici

VneN,n>mn;:|b,—B| <1,
YneN,n>ng:a,>K—-B+1.

Polozme ng = max {ni,n2}. Potom pro kazdé n € N,n > ny, plati

an+b,>(K—-—B+1)+(B-1)=K.

]
Poznamka 18. U zkousky budou vyzadovany i zbyvajici ¢asti tohoto dukazu.
Priklad.
(1) limn? = lim(n - n) = 00 - 00 = o0,
(2) Necht a, =n+ a, b, = —n. Pak lima,, = o0, lim b, = —o0, lim(a, + b,) = &, nebot je

to konstantni posloupnost, a € R.

Poznamka 19. Plati nésledujici. Necht {a,} a {c,} jsou posloupnosti splitujici
(a) existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N,n > ny plati a,, < ¢y,
(b) lima, = oco.

Potom lim ¢,, = 0.

Necht {an} a {bn} jsou posloupnosti splriujici:

pro kaZdé n € N plati b, # 0,

lima, =A€R*a A>0,

lim b, =0,
o existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N,n > ng, plati b, > 0.

Potom lim ‘;—" = 0.
n

Dukaz. RozlisSime dvé moZnosti:

(1) A€ R,A> 0. Zvolme K € R. Polozme ¢ = %A. Potom € € R, e > 0. Nalezneme n; € N
takové, ze

1
‘v’neN,nZn1:|an—A|<8=§A,
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tj. an € (%A, %A) Polozme L = max {K, 1}. Nalezneme ny € N takové, Ze

1A
VneN,n>ny:|b, — 0 < 2,

L
tj. b, € (—%, %) Polozme n* = max {ng, n1,n2}. Potom pro kazdé n € N,n > n*
plati . .
sA A
In 5 280 2-=L>K.
b, by, 5T

(2) A = 0. Zvolme K € R. Nalezneme n; € N takové, Ze
VneN,n>ny:a, > 1.

Polozme L = max {K, 1}. Nalezneme ng € N takové, Ze

1
VneN,n2n2:|bn—0|<f.

PoloZzme n* = max {ng, n1,n2}. Potom pro kazdé n € N,n > n* plati

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 20 (Supremum a infimum v RB*). Musime rozliSovat (R, <) a (R*, <). V R* plati
sup ) = —oco a podobné inf ) = co. Je-li M C R a M neni shora omezend, je sup M = co a

podobné je-li M C R a M neni zdola omezen4, je inf M = —oo.

2.4 Hlubsi véty o limitach

Necht {a,} je monoténni posloupnost. Potom ezistuje lim a,,. Je-li {a,} neklesajic,
pak lim a,, = sup {an,n € N}. Je-li {an} nerostouci, pak lim a,, = inf {a,,n € N}.
Diikaz. Polozme A = sup {a,,n € N} a pfedpoklddejme, Ze {a,} je neklesajici. RozliSime
nasledujici moznosti:

(i) {an} neni shora omezend. Potom A = co. Zvolme K € R. Nalezneme ngy € N takové,
Ze ap, > K. Potom pro kazdé n € N,n > ng plati

an > any > K.

(ii) {an} je shora omezens. Potom A € R. Zvolme € € R,e > 0. Cislo A — ¢, které je
mensi nez A, neni horni zdvorou mnoziny {a,,n € N}. Nalezneme ny € N takové, ze
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apn, > A — €. Potom pro kazdé n € N,n > ng plati
A—e<ap,<apn<A<A+e.

Odtud plyne lim a,, = A.

Pokud je {a,} nerostouci, lze postupovat analogicky, ale supremum je nahrazeno infimem.
Je mozné také prejit k posloupnosti {—a,}. O

Poznamka 21. Z dtikazu pfedchozi véty plyne, Ze pro monoténni posloupnost {a,} plati:

je shora omezena, pak lima, € R
neklesajici
. neni shora omezeni, pak lima, = co
{an} je
, | je zdola omezeni, pak lima, € R
nerostouci
neni zdola omezend, pak lima, = —oc0

Piiklad. Necht q € (0,1). Potom plati lim,,_,o, ¢" = 0. Pro kazdé n € N plati ¢" > ¢"*! > 0.
Podle véty 21 existuje A € R takové, ze lim,_, o, ¢" = A. Podle véty 16 plati A > 0.

A= lim ¢"™' = lim ¢-¢" =q- A,

n—oo n—oo

odtud plyne A = 0. PouZili jsme vétu 13. Pro tplnost uvedme jesté toto:

00 pro g > 1,
1 pro g =1,
: n
%9
pro g € (—1,1),

neexistuje pro q < —1.

(a) limy—00 ¢" = limy, 00 (l—l)n = oo dle véty 20

q
(b) lim, 00 ¢" =limy 4001 =1
(c) Prokazdé n € N plati —|¢|™ < ¢" < |g|™, coz konverguje k nule, takZe i —|q|™ konverguje

k nule, a tedy lim, - ¢" = 0.

1 g=-1,
1 Podobng limy,_,. g2m+!

= lim, 400 q -
oo g< -1

(d) limy, o0 q2n = limp o0 (q2)n = {

(qQ)n _ {_1 g=-1,

—00 g< -1

Véta 13 dava tvrzeni.

Poznamka 22 (Varovani). V pfedchozim vypoctu je krok ovéfeni existence limity podstatny.
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Méjme posloupnost a3 = —1,an+1 = —a,. Pak
limapti =lim(—a,) =-A
=lima, = A

= lima, =0,
ale tato limita neexistuje! Tento vypocet je Spatné.

Necht {an} je omezend posloupnost. Potom existuje vybrand
posloupnost {an, }re,, kterd je konvergentni.

Driikaz. Nalezneme posloupnosti {ag}, {8k} spliujici:
(a) pro kazdé k € N plati oy < B,

(b) pro kazdé k € N plati

[otkt1, Brr1] = [ak,%(ak‘i‘ﬁk)] nebo  [agt1, Bry1] = %(ak+ﬂk),5k ;

(c) pro kazdé k € N plati, Ze mnozina {j € N, a; € [ax, Bx]} je nekoneéna.

Konstrukce {a},{fr}. Posloupnost {a,} je omezens, takZe nalezneme aj,8; € R
splnujici
VneN:a <ap < B

Postupujeme indukci. Predpokladejme, Ze jiz mame ag, Bx. Mnozina
S = {] S N, a; [S [ak,ﬁk]}
je nekonecna. Déle definujme
, 1
L= {.7 eNaaj € |:ak7§(ak)ﬁk):|}7
) 1
P = ]EN,ajE §(akaﬂk)’ﬂk .

Plati S je nekonecna a S = L U P. Potom L nebo P je nekoncend. Pokud je L nekonecna,
klademe ay11 = ag, fr+1 = %(ak + Bi). Pokud je L kone¢né, potom je P nekonecnd a
klademe a1 = % (ak + Br), Brs1 = Br-
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Limita pomocnych posloupnosti. Z konstrukce plyne, ze {ax} je neklesajici a podobné
{Bx} je nerostouci. Déle plati, Ze

VEeN:oq <ap < B < B
Mame dvé monoténni posloupnosti, které jsou omezené, takze maji podle véty 21 limity

Jim o =a € [, B1] s

Jim By, = B € [a1, 5] .
Plati
—a= 1 _ — T _ Co—k+1 _
B—a= lim (B —a)= lim (81 —a1)-2 0

Odtud plyne a = .

Konstrukce vybrané posloupnosti. Polozme n; = 1. Konstrukce indukci. Predpokla-
dejme, Ze jiz mame prirozena cisla n1 < ng < --- < ng a pro kazdé j € N, j < k plati
an; € [oj, Bj]. Budeme hledat ng41. Mnozina {i € N, a; € [ax41, Br+1]} je nekonecnd podle

(c). Potom i mnoZina
{i € N,i > ng Aa; € [agr1, Brral}

je nekonecnd. Mdme tedy nalézt ng1 € N takové, Ze ngy1 > ng a an,, € [0k+1, Brt1]-
Potom pro kazdé k € N plati
ok < any, < P,

ale oy, i By konverguji k «, takZe podle véty o dvou straznicich plati
lim a,, = a€R,
n—oo
coz jsme chtéli dokazat. O

Definice 35. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢&isel. Pak definujeme

limsupa, =

n—oo

lim,, , sup{ag,k > n}, jestlize je a, shora omezens,
00, jestlize neni {a,} shora omezen4.

Tuto hodnotu nazyvidme limes superior posloupnosti {a,}. Obdobné definujeme limes

inferior posloupnosti {a,} pfedpisem

lim,, o0 inf {ag, k > n}, jestliZe je a, zdola omezen4,

n—o0

liminf a, =
—00, jestlize neni {a,} zdola omezen4.
Poznamka 23.
(i) Definice 35 je korektni diky vété o limité monoténni posloupnosti 21.
(ii) Misto limsup,,_,., a, nékdy piSeme lim, _,, a misto liminf a,, lim, .
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Priklad.
(1) lim Supn—mo(_l)n =1, liminf,, ;o = —1.
(i) limsup,,_,(—n) = —oo, liminf, ,o(—n) = —oo.

Necht {an} je posloupnost a A € R*.
Potom lim a,, = A prdvé tehdy, kdyZ lim sup a,, = liminf a,, = A.

Dukaz.

= e A € R: Podle véty 12 je {a,} omezend. Oznacme b, = sup{ag,k > n}, ¢, =
inf {ax, k > n}. Zvolme € € R, e > 0. Nalezneme ny € N takové, ze

VneN,n>ng: |a, — Al <e.

Potom plati
VneNn>nyg:A—e<a, <A+e.

Odtud plyne, Ze pro kazdé n € N,n > ng plati
A—e<cp <bp,<A+e
Podle véty 16 plyne, Ze

A—e< lime, < limb, <A+e,
—— ——
lim inf a, lim sup an,

odkud plyne lim sup,, ., an = limsup,,_,., an = A.

e A = o0: {a,} neni omezen4 shora, ale je omezend zdola. Dostdvdme lim sup a,, =
oo primo z definice. Zvolme K € R. Nalezneme ng € N takové, ze

YneN,n>ng:a,>K+1.
Potom pro kazdé n € N,n > ng plati
cn>K+1>K.

Je tedy liminf a,, = lim ¢, = oo.
e A = —o00: Provedte samostatné.

— e A€ R:limsupa, =liminfa, = A. Zde mame, 7e {a,} je omezend posloupnost.
Potom pro kazdé n € N plati b,,c, € R a

cn < ap < by,.

ProtozZe ¢, konverguje k liminfa, = A a b, k limsupa, = A, je podle véty o
dvou straznicich 17 lim a,, = A.
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e A = o0: {ay,} neni shora omezen4, ale je zdola omezena. Potom pro kazdé n € N
plati ¢, € R a plati ¢, < a,. Protoze ¢, konverguje k liminf a,, = 00, je podle
véty o dvou straznicich 17 i lim a,, = 0.

e A = —00: Samostatné. O

Necht {xn} a {yn} jsou posloupnosti. Predpokldidejme, Ze plati
dng e NVn e N,n > ng : z,, < yn.

Potom lim sup x,, < limsupy, a liminf z,, < liminfy,.

Diikaz. Dokézeme jen druhou nerovnost, prvni se provede obdobné. Pokud {z,} neni zdola
omezend, potom liminf x, = —oo a dokazovana nerovnost zfejmé plati. Pfedpokladejme
tedy, ze {z,} je zdola omezend. Potom je zdola omezend i posloupnost {y,}. Potom pro
kazdé n € N, n > ng plati

inf {zx, k > n} <inf {yg, k > n}.

Protoze leva strana konverguje k lim inf x,, a prava k lim inf y,, musi platit i liminf z,, <
lim inf y,. O

Definice 36. Necht {a,} je posloupnost. Rekneme, Ye¢ A € R* je hromadni hodnota
posloupnosti {ay}, jestlize existuje vybrana posloupnost {a,,}3>, z posloupnosti {a,}
takova, zZe plati limg_,oo an, = A. Mnozinu vSech hromadnych hodnot posloupnosti ay
zna¢ime H ({a,}).

Priklad.

®) H{=D"H) ={-11}
(i) H ({sinn}) = [-1,1]

Necht {a,} je posloupnost.
Potom limsup ay,liminfa, € H ({an}) a pro kazdé y € H ({an}) plati liminfa, <y <
lim sup a,,.

Diikaz. Oznaéme A = lim sup a,,. RozliSime nésledujici pfipady:

(i) A € R: Oznacme b, = sup{ax,k > n}. Potom plati b, € R pro kazdé n € N a
{brn} je nerostouci posloupnost spliiujici lim b, = A. Nalezneme rostouci posloupnost
pfirozenych é&isel {ny}r-, a rostouci posloupnost pfirozenych &isel {my}re, takové, Ze
mg < ng a 0

oy — g < 5 ©

e k = 1: Polozme m; = 1. Podle definice je b,,, = sup{ax, k > m;}. Nalezneme

ny > my spliujici by, > an, > by — 3.
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e Indukéni krok z k£ na k + 1: Méame

n<ng<ng<---<ng,

m; <mg<mg<--- < mg.
Nalezneme my41 € N takové, ze my41 > ng:

b1 = sup{a;,j > mey1}.

Nalezneme ng1 takové, zZe

2

M1 2 Ongyy > bmk+1 - k'—+1

Pak podle (6) je
2
by sr — Gmy | < Pl

Plati limy o0 by, = A = lim o0 (bmy, — 527 ), taldie lim an, = A.
(ii) A = oo: {an} neni shora omezen4.
e k = 1: Nalezneme n; € N takové, zZe a,, > 1.

o Indukéni krok z k na k+1: Madme n; < ng < ng < --- < ng. Mnozina {a;,j > ng}
neni shora omezend, takZe nalezneme ny 1 € N, ng1 > ny takové, Ze ay, ., > k+1.
Pro kazdé k € N plati a,, > k, ale k diverguje do oo, takZe podle véty o dvou
stréznicich 17 lim a,, = oo.

(iii) A = —oo: {an} neni zdola omezena. Mame tedy lim inf a,, = —o0. Podle véty o dvou
straznicich 17 je lima,, = —o0, a tedy —oo € H ({an}).

Diikaz nerovnosti pro liminfa,. Oznaéme y € H ({a,}). Pokud lim inf a,, = —o00, pak
liminf a, = —oo0 < y. Pfedpokladejme tedy, Ze lim inf a,, > —oc0. Potom plati

liminf a, = nll_)IIolo inf {ax,k > n}.

Nalezneme rostouci posloupnost pfirozenych éisel {ny}p-, takovou, Ze lim, .o Gn, = y. Pro
kazdé k € N plati

Protoze an, konverguje k y a inf {a;,j > n;} konverguje k lim inf a,, plati liminfa, < y,
coz jsme chtéli dokazat. Pro limes superior postupujeme obdobné. O

Disledek 1. Necht {a,} je posloupnost. Potom je H ({a,}) neprazdna.

Diikaz. limsupay, € H ({an}) O

— 30 -



Limita posloupnosti

Definice 37 (Bolzanova—Cauchyova podminka). Rekneme, Z%e posloupnost {a,} spliiuje
Bolzanovu—Cauchyovu podminku, jestlize

Ve € R,e > 03ng € NVm,n € N,n > ng,m > ng : |anp — am| < €.

Posloupnost {an} md vlastni limitu prdvé tehdy, kdyZ spliiuje Bolzanovu—Cauchy-
ovu podminku.
Diikaz.

= Predpoklddame, Ze lima, = A € R. Zvolme ¢ € R, e > 0. K nému nalezneme ny € N
takové, ze
VnEN,n2n0:|an—A|<§. (7

Potom pro kazdé m,n € N, m,n > ng plati
lan — am| = lan — A+ A —ap| < l|an — A| + |am — A|.
Pak podle (7) je

3

225.

€
|an—A|+|am—A| < §+
<= Zvolme € € R,e > 0. Podle BC podminky nalezneme n € N takové, Ze
Vm,n € N,n > ng,m > ng : |ap, — am| < €.

Odtud plyne

Vn e Nyn > ng: |an — an,| <&,

YneN,n>ng:ap, —€<ap<ap, +e¢.

Déle méame

apn, — € < liminf a, <limsupa, < ap, + €.

Dostavame tak, Ze lim sup ay,liminfa, € R a 0 < limsup a,, — liminf a,, < 2¢. Plati
tedy limsup a,, = liminf a,, € R, a tedy podle véty 23 existuje vlastni limita a,. [
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Kapitola 3

Limita a spojitost funkce

3.1

Zakladni pojmy

Definice 38. Funkce f jedné redlné proménné (déle jen funkce) je zobrazeni f : M — R,

kde M je podmnozinou mnoziny redlnych cisel.

Definice 39. Funkce f : J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdou dvojici

x1,%2 € J, x1 < x2 plati nerovnost f(x1) < f(z2). Analogicky definujeme funkci klesajici

(neklesajici, nerostouci) na intervalu J.

Definice 40. Monoténni funkci (resp. ryze monoténni funkei) na intervalu J rozumime

funkci, kterd je neklesajici nebo nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.

Definice 41. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e funkce f je

lich4, jestlize pro kazdé = € D(f) plati —z € D(f) a f(—=zx) = —f(x),
suda, jestlize pro kazdé = € D(f) plati —z € D(f) a f(—z) = f(z),

periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro kazdé = € D(f) plati z + a € D(f),
z—a€D(f)a flz+a)=flz—a)=f(z),

shora omezena na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je
f(z) <K,

zdola omezena na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je
f(z) 2 K,

omezeni na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je
|f(z)| < K,

konstantni na M, jestlize pro vSechna z,y € M plati f(z) = f(y).
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3.2 Limita funkce

Definice 42. Necht ¢ € R. Potom okolim bodu c¢ rozumime kaZzdou mnoZinu tvaru
B(c,e) = (c—¢e,c+¢€), kde € € R,e > 0. Okolim bodu oo rozumime kazdou mnozinu
tvaru B(oo,¢) = (%, oo), kde € € R, > 0. Okolim bodu —oo rozumime kazdou mnozinu

B(~00,€) = (—00,~1), kde e € R, £ > 0.

Definice 43. Necht ¢ € R. Potom prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu
tvaru (c—e,c+¢) N {c}, kde € € R,e > 0, a kterou zna¢ime P(c, ). Prstencovym okolim
bodu oo rozumime kazdou mnoZinu tvaru (%,oo), kde € € R,e > 0, a kterou znac¢ime

P(00,¢€). Prstencovym okolim bodu —oo rozumime kazdou mnoZinu tvaru (—oo, —%),
kde € € R,e > 0, a kterou znac¢ime P(—o00,¢).

@ Necht ¢, c2 € R*, ¢1 # co. Potom existuje € € R, e > 0 takové, %e B(cy,&) N B(ce,€) = 0.
Definice 44. Rekneme, Ze &islo A € R* je limitou funkce f v bodé c € R*, jestlize

Ve e R,e>030 € R,§ > 0Vz € P(c,9) : f(z) € B(A,¢).

Necht funkce f md v bodé c € R* limitu A € R* a limitu B € R*. Potom plati
A=B.

Diikaz. Pro spor predpokliddejme, Ze A # B. Nalezneme ¢ € R, e > 0 takové, ze B(A,e) N
B(B,¢) = (). Nalezneme 41,02 € R, 61,2 > 0 takové, Ze plati

Vz € P(c,01) : f(z) € B(A,¢€),Vz € P(c,d2) : f(x) € B(B,¢).

PoloZzme 3 = min {d1,d2}. Zvolme z € P(c,d3). Potom plati ¢ € P(c,d1), a tedy f(z) €
B(A,¢). Podobné méme z € P(c,d2), a tedy f(z) € B(B,¢). Odtud plyne

f(2) € B(A,e) N B(B,¢) =0,
COZ je spor. O
Poznamka 24.
i j i bl T—rC .
(1) Pokud existuje limita funkce f v bodé ¢ € R*, pak ji zna¢ime symbolem lim,_,. f(z)

(2) Pokud existuje lim,_,. f(z), potom je f definovina na jistém prstencovém okoli bodu c.

(3) Limitu funkce mizeme pocitat ve vlastnim bodé ¢, tj. ¢ € R, nebo v nevlastnim bodé c,
tj. ¢ € {00, —00}. Vysledek miZe byt opét vlastni nebo nevlastni.

(4) Necht ¢, A € R. Potom plati, Ze lim,_,. f(z) = A prévé tehdy, kdyz

VeeR,e>030€R,§>0VzeR,0< |z —¢| <d:|f(x) — Al <e.
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(5) Necht ¢, A € R,K € R, K > 0. Potom lim,_,. f(z) = A pravé tehdy, kdyz plati

VeeR,e>036€R,6>0Vz e R,0< |z —¢| <d:|f(x) — A| < Ke.

Definice 45. Necht ¢ € R.

e Pravym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval [c,c+¢), kde € > 0, a ktery znalime
Bt(c,¢),

e levym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (c — ¢, c], kde € > 0, a ktery znacime
B~ (c,¢),

e pravym prstencovym okolim bodu c rozumime kaZdy interval (c,c+ ¢), kde € > 0,
a ktery znaéime Pt (c,¢),

e levym prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (c — ¢, ¢), kde € > 0,

a ktery zna¢ime P~ (c,¢).
Pokracujme s definici pro nevlastni hodnoty.

e Pravym okolim bodu —oo rozumime kazdy interval (—oo, —%), kde € > 0, a ktery
znadime BT (—o0,¢),

e levym okolim bodu oo rozumime kazdy interval (%, oo), kde € > 0, a ktery znacime
B~ (00, ¢),

e pravym prstencovym okolim bodu —oo rozumime kazdy interval (—oo, —%), kde
g > 0, a ktery znaéime P*(—o0,¢),

e levym prstencovym okolim bodu oo rozumime kazdy interval (%, oo), kde € > 0,

a ktery zna¢ime P~ (o0, €).

Definice 46. Necht A € R*, ¢ € RU {—oco}. Rekneme, Ze funkce f m4 v bodé ¢ limitu

zprava rovnou A, jestlize
VeeR, e>030€R, §>0Vz e Pt(c,d): f(z) € B(4,¢).
Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé ¢ € R U {oo}.

Véta 27 plati analogicky i pro limitu zleva a limitu zprava. Znaceni:
limg . f(x), resp. limg—c, f(x).
Priklad.

o Necht ¢ € R*;A € R,§ € R,0p > 0 spliiuji Vz € P(c,dp) : f(z) = A. Potom
limg. f(z) = A.

e Necht ¢ € R*. Potom plati lim,_,. z = ¢. Zvolme € € R,e > 0. PoloZme § = ¢. Potom
plati P(c,d) = P(c,e) C B(c,¢€), a tedy Vz € P(c,9) : € B(c,e€).
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@& Necht f, g jsou funkce, ¢ € R*,§y € R,y > 0 a plati

Vz € P(c,d) : f(z) = g(x).
Potom lim,_,. f(x) = A € R* pravé tehdy, kdyZ lim,_,. g(z) = A € R*.
Poznamka 26. Limita funkce v bodé méa ,lokalni charakter“.

Definice 47. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé c € R, jestlize plati lim,_,. f(z) =

f(e).
Poznamka 27. Funkce je spojitd v bodé ¢ € R pravé tehdy, kdyz plati

Ve e R,e >030 € R,§ > 0Vz € B(c,0) : f(z) € B(f(c),e).

Definice 48. Rekneme, Ze funkce f je spojita zprava (resp. zleva) v bodé c € R, jestlize
plati

lim f() = f(c) (resp. lim f(z) = F(¢))-

T—ct

Definice 49. Necht J C R je interval. Funkce f: J — R je spojita na intervalu J, jestlize
plati:

e f je spojita zprava v kazdém bodé J, ktery neni pravym koncovym bodem J,

e f je spojita zleva v kazdém bodé J, ktery neni levym koncovym bodem J.

Poznamka 28. Necht ¢ € R, A € R*. Potom plati, Ze lim,_,. f(x) = A pravé tehdy, kdyz
lim; . f(z) = A alim;., f(zx)=A.

Implikace = je ziejméa. Implikace <= : Zvolme ¢ € R, e > 0. Nalezneme 6; € R,4; > 0
takové, ze

Vz € Pi(c,01) : f(z) € B(A,¢).

Podobné nalezneme 3 € R, 65 > 0 takové, Ze

Vz € Po(c,d2) : f(z) € B(A,¢).
PoloZzme d3 = min {41, 62}. Potom méme

P(c,83) € PT(c,61) UP ™ (c,62).

Pro kazdé = € P(c,d3) plati f(z) € B(4,¢).
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3.3 Véty o limitach
Necht funkce f md v bodé c € R* vlastni limitu. Pak existuje 6 € R,d > 0 takové,

Ze f je na P(c,0) omezend.

Diikaz. Oznaéme A = lim,_,. f(x). Potom plati A € R. Polozme £ = 1. K nému nalezneme
0 € R, > 0 takové, Ze pro kazdé x € P(c,9) : f(z) € B(A,¢), neboli

Vz € P(c,d): f(zr) e (A—1,A+1).
Tedy f je omezend na P(c,?). O
Necht A,B,c € R*, limg_,. f(z) = A a lim;,.g(x) = B.
Potom plati:
(a) limg_,o(f(z) + g(x)) = A+ B, pokud je vraz na pravé strané definovdn,
(b) limg_,. f(z)g(z) = AB, pokud je vyraz na pravé strané definovdn,

(c) limg_. % = %, pokud je vijraz na pravé strané definovdn.

Dikaz.

(b) Pfipad A, B € R: Podle véty 28 nalezneme K € R, K > 0 takové, Ze existuje dy €
R, §p > 0 spliujici
Vz € P(c,do) : |f(z)| < K.

Zvolme ¢ € R,e > 0. Nalezneme 61, d2 € R, d1,d2 > 0 takova, ze plati

Vz € P(c,61) : |f(z) — A| <e,
Vz € P(c,82) : |g(z) — B| < e.

Polozme § = min {do, d1,d2}. Pro kazdé = € P(c, ) plati

|f(z)g(z) — AB| = |f(z)9(z) — f(z)B + f(z) B — AB|
< |f(z)(g(z) — B)| +|(f(z) — A)B]|
< Ke+¢|B| = (K + |B|)e.

Odtud plyne lim,_,. f(x)g(z) = AB.

(c) Pfipad A = 00, B € R, B > 0. Potom % = 00. Zvolme € € R, e > 0. K nému nalezneme
01,09 € R, 81,02 > 0 takova, ze plati

Vz € P(c,61) : f(z) € B (oo, %5) ,

Vz € P(c,d2) : g(x) € B (B, %B) .
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Polozme § = min {41, d2}. Pro kazdé = € P(c, ) plati

2B
o, 2as
3 €

9(x)

ti. £ € B(oo,¢). 0

Poznamka 29. Véta 29 plati analogicky i pro jednostranné limity.

Drusledek 2. Necht ¢ € R a f, g jsou spojité funkce v bodé c. Potom také f + g a fg jsou
spojité v bodé c. Pokud navic g(c) # 0, pak i funkce 5 je spojitd v c.

Priklad. Funkce z — ¢,z € R a ¢ — z,2 € R jsou spojité na R. Odtud a z dusledku 2
plyne, Ze kazdy polynom je spojity v kazdém bodé z R.

Necht A€ R*, A >0, c € R*, limy,.g(x) =0, lim,_,. f(z) = A a ezistuje n € R,
n > 0, takové, Ze pro kaZdé x € P(c,n) plati g(z) > 0. Potom plati

Diikaz. Rozlisime dva pripady
i. A € R: Zvolme € € R, > 0. K nému nalezneme 41,62 € R, d1,d2 > 0 takova, Ze
1
Vz € P(c,01) : |f(z) — Al < §A,
1
Vz € P(c,d2) : |g(z) — 0] = |g(z)| < §As.
Polozme ¢ = min {41, d2,n} . Potom pro kazdé x € P(c, ) plati

fl@) A _1
g(@) = 34 €
fa

tj. fgx) € B(oo, ). Potom tedy limg—c 475 = oo.

ii. A = 0o: Zvolme € € R, e > 0. K nému nalezneme 41,62 € R, §1, 2 > 0 takovd, Ze

\_/

Vz € P(c,01) : f(x) € B(o0,¢),
Vz € P(c,d2) : g(z) € B(0,1).

Polozme ¢ = min {61, d2,n}. Potom pro kazdé = € P(c,d) plati

= o=
|

Odtud plyne lim, .. ¢ glz) = OO O
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Necht c € R* a funkce f a g maji limity v c.

(a) Necht
lim f(2) > lim g(z).

Pak existuje 6 € R, 6 > 0, takové, Ze plati

Vz € P(c,9) : f(z) > g(x).

(b) Necht existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze plati
Vz € P(c,9) : f(z) < g(z).

Potom plati
lim f(z) < lim g(a).

T—C

Diikaz. Oznalme A = lim,_,. f(z), B = lim,,. g(z).
(a) Nalezneme € € R,e > 0 takové, ze B(A,e) N B(B,¢e) = 0. Potom pro kazdé y; € B(A,¢)
a yo € B(B,¢) plati y; > yo. Nalezneme §1, 2 € R, d1,02 > 0 takova, Ze

Vz € P(c,01) : f(z) € B(4,¢),
Vz € P(c,d2) : g(x) € B(B,¢).

PoloZzme ¢ = min {41, d2}. Potom pro kazdé = € P(c,d) plati f(z) € B(4,¢),g9(z) €
B(B,¢), a tedy f(z) > g().

(b) Pro spor predpokladejme, ze A > B. Podle jiz dokdzaného bodu (a) nalezneme 7 €
R,n > 0 takové, ze

Vz € P(c,n) : f(z) > g().
Zvolme z € P(c, min {d,n}). Potom plati
f(z) > g(z) =2 f(2),
coz je spor. (Druhé nerovnost z pfedpokladu.) O
Necht Ac R*, n e R, n >0, a funkce f, g a h spliuji:
« Vz € P(c,n) : f(z) < h(z) < g(x),

o limy . f(z) = limy . g(z) = A.

Potom existuje limg_,. h(z) a round se A.
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Diikaz. Zvolme € € R,e > 0. K nému nalezneme 41,2 € R, 61,2 > 0 takova, ze

Vz € P(c,01) : f(z) € B(4,¢),
Vz € P(c,d2) : g(x) € B(A,¢).

Polozme § = min {01, d2,7}. Potom pro kazdé x € B(c,d) plati f(z),g(x) € B(4,¢€) a navic
f(z) < h(z) < g(x), tedy h(x) € B(A,¢e). Odtud plyne, Ze lim,_,. h(z) = A. O

Poznamka 30. Pokud A = oo, stadi straznik f. Podobné pro A = —oo.

Dusledek 3. Necht ¢ € R*, lim,_,. f(z) = 0 a existuje n € R,n > 0 takové, Ze funkce g je
na P(c,n) omezend. Potom lim,_,. f(x)g(z) = 0.

Diikaz. Nalezneme K € R, K > 0 takové, ze Vx € P(c,n) : |g(z)] < K. Plati také
lim, . |f(z)| = 0. Potom Vz € P(c,n) plati

—K|f(2)| < f(2)9(z) < K[f ()|

Odtud podle véty o dvou straznicich mame lim,_,. f(z)g(z) = 0. O

Necht xo,y0 € R*, f,g jsou funkce, limg_,4, g(x) = yo,
limy_,, f(y) existuje a je splnéna alespori jedna z podminek:

(P) 3n € R,n > 0 Vz € P(zo,n) : g(z) # yo,
(S) f je spojitd v bodé yy.

Potom plati
lim (f o g)(z) = lim f(y).

T—x0 Y—Yo

Diikaz. Ozna¢me A = limy_,y, f(y). Chceme lim,_,;, f(g(z)) = A.

(P) Zvolme € € R,e > 0. K nim nalezneme ¢ € R, ¢ > 0 takové, Ze
Vy € P(yo, %) : f(y) € B(4,¢).
K 1 nalezneme ¢’ € R, > 0 takové, Ze plati
Vo € P(z0,8') : g(z) € B(yo, ).

Necht n € R,n > 0 spliiuje podminku (P). Polozme § = min{¢,n}. Pro kazdé
z € P(wo,0) plati g(z) € B(yo,¥) a g(z) # yo, tedy g(z) € P(yo, ). Odtud plyne
f(9(z)) € B(4,¢).

(S) Zvolme € € R,e > 0. K nému diky (S) nalezneme ¢ € R,y > 0 takové, Ze

Vy € B(yo,¥) : f(y) € B(f(w0),€),
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nebot A = f(yp). K ¢ nalezneme 6 € R, > 0 takové, Ze
Vz € P(zo,9) : g(z) € B(yo, V).
Potom pro kazdé x € P(xo,6) plati f(g(x)) € B(f(yo),e) = B(A4,¢). O

Dusledek 4. Jestlize je funkce g spojitd v bodé ¢ € R a funkce f je spojitd v bodé g(c),
potom je funkce f o g spojitd v bodé c.

Poznamka 31. Plati i varianty véty 33 pro jednostranné limity, napf.: Necht zg,yo €

+ f(y) existuje a je splnéna alespoii

R \ {—o0}, £, g jsou funkce, limgc_mar g(z) = yo,limy_wo

jedna z nasledujicich podminke:
(P) 3n € R,n > 0Vz € Py(z0,7) : 9(2) > yo,
(S) f je spojitd v bodé yo,
potom lim_ ot flg(z)) = 1imy_>y5r f(y).
Necht c, A € R* a f je funkce. Pak jsou ndsledujici vgroky ekvivalentni:
(1) limg f(z) = A.
(ii) Pro kaZdou posloupnost {x,} splriujici
e VneN:z,#ca
o lim, sooxp =c

plati limy, o0 f(zn) = A.

Diikaz.

= Necht {z,} je posloupnost spliiujici
e VneN:z, #c,
o lim, oo zp, = cC.

Chceme ukazat, Ze limy,_o f(zn) = A. Zvolme € € R,e > 0. Diky (i) nalezneme k ¢
éislo § € R, > 0 takové, Ze

Vz € P(c,0) : f(x) € B(A,¢).
K 6 nalezneme ngy € N takové, ze

Vn € N,n > nyg : z, € B(c,9),
nebot lim,,_,o T, = c. Pak mame

VYn € Nyn > ng : z, € P(c,9).
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Potom z predchoziho plyne
Vn € Nyn >ng: f(zn) € B(4,¢).

Odtud lim,, & f(zn) = A.

<= Obménou. Pfedpoklddejme negaci (7):
JeeR,e >0V €R,§ > 03z € P(c,d) : =(f(x) € B(A,¢)).
Necht € € R,e > 0 a podle — (i) spliiuje
Vé e R,60 > 03z € P(c,9) : ~(f(z) € B(A,¢).

Pro kazdé n € N nalezneme z,, € P (c, %) takové, ze —(f(zn) € B(A,¢)). Potom pro
kazdé n € N plati z,, # c. Ddle médme lim,, ., £, = ¢. Zvolme 7 € R, 7 > 0. K nému
nalezneme ngy € N splnujici nlo < 7. Potom pro kazdé n € N,n > ng plati

Tn € P (c, %) cP (c, nio) C B(c, 7).

Neplati v8ak lim,,_, f(zr) = A, nebot pro kazdé n € N mame —(f(z,) € B(4,¢)). O
Poznamka 32. Lze formulovat varianty Heineovy véty, napt.: Necht ¢ € R a f je funkce.
Pak jsou vyroky () a (i7) ekvivalentni:

(7) f je spojitd zprava v bodé c,
(#4) pro kazdou posloupnost {z,} spliujici
e VneN:x, >c,
o lim, ooz, =c,
plati lim,_,o f(zn) = f(c).

1

nm?

Ptiklad. Uvazujme funkci f(z) = sinl,z € R \ {0}. Polozme z, = n €Ny, =

—L . n eN. Plati z,, # 0, yn # 0 pro viechna n € N. Navic je

2nm+3)
nli)nc}o flzn) = nlgxc}o sin(nm) =0,
. . s
Jtim, fam) = Jim (207 + 5 ) =1,

tedy lim,_,o f(x) neexistuje.

Necht a,b € R*, a < b, f je monoténni funkce na
intervalu (a,b). Potom existuji lim,_,,+ f(z) a lim,_,,— f(x), pricemz plati:
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(a) je-li f na (a,b) neklesajici, pak

Jlim f(z) = inf £((a,b)) a lim f(z) = sup f((a,b)),

T—b~
(b) je-li f na (a,b) nerostouci, pak

lim, f(z) = sup £((a, 1)) a lim f(z) = inf £((a,b).

T—b—

Dikaz.

(a) Ozna¢me m = inf f((a,b)). Pfedpoklddejme, Ze m € R. Zvolme € € R,e > 0. Podle
definice infima neni &islo m + € dolni zdvorou mnoziny f((a,b)). Nalezneme z’ € (a, b)
takové, Ze m < f(x') < m + e. Nalezneme § € R,§ > 0 takové, ze P (a,d) C (a,z’).
Potom pro kazdé x € P*(a,d) plati, Zze a < x < 7/, a tedy

m—e<m< f(z) < f(z') <m+e.

Potom méme f(x) € B(m,e). Podobné postupujeme, pokud m = —oo.

(b) Obdobné. O

3.4 Funkce spojité na intervalu

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b] a predpoklddejme, Ze
f(a) < f(b). Potom pro kazdé C € (f(a), f(b)) existuje £ € (a,b) takové, Ze f(§) =C.

Diikaz. Necht C € (f(a), f(b)). Polozme M = {z € [a,b], f(z) < C'}. Mnozina M je ne-
prazdnd (a € M) a shora omezend, nebot M C [a,b]. Oznaéme & = sup M (pouzivime
vlastnost suprema). Pfivedeme ke sporu mozZnost, ze f(§) < C'i f(§) > C.

(i) Pro spor pfedpoklddejme, Ze f(€) < C. Plati tedy, Ze £ < b. Funkce f je v £ spojité
zprava. Podle véty 31 (a) nalezneme ¢ € R, § > 0 takové, Ze

Vz e [§,£+0): f(x) <C.

Potom méame, ze [£,£ + §) C M, coz je spor.

(#¢) Pro spor predpoklddejme, Ze f(£) > C. Potom & > a. Funkce f je zleva spojitd v &.
Podle véty 31 (a) nalezneme 6 € R,d > 0 takové, Ze

Vz € (€ —6,€]: f(x) > C.

Potom M C [a,& — 4], coZ je spor (£ — & < £ a & je horni zévora). O

Véta 36 plati i v piipadé, ze f(a) > f(b).
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Necht M C R a plati
Ve,ye MVzeR: z<z<y = z€ M.

Pak M je interval.

Diikaz. Pokud M = (), pak M je interval. Pfedpoklddejme tedy, ze M # (0. Polozme
a = inf M,b = sup M. Ovéfime, Ze interval (a,b) C M C (a,b) U {a,b}. Nejprve ovéfime
(a,b) C M. Zvolme z € (a,b). Nalezneme prvky z,y € M spliiujici z < z a z < y. Podle
podminky ze znéni mame z € M. Nyni ovéiime M C (a,b) U {a,b}. Zvolme z € M. Potom
a < z <b. Odtud plyne z € (a,b) U {a, b}. O

Necht funkce f: J — R je spojitd na intervalu J. Potom je f(J) interval.

Diikaz. Pouzijeme lemma 2. Pfedpoklddejme, Ze y1,y2 € f(J) a z € R spliuji y1 < z < yo.
Nalezneme z1, o € J takové, Ze f(x1) = y1, f(z2) = y2. Podle véty 36 nalezneme & € (z1,x2)
(resp. € € (x2, 1)) spliujici f(§) = z (f je spojitd na J, a tedy i na [z, z2], resp. [x2,z1]).
Méme tedy z € f(J). Podle lemmatu 2 je f(J) interval. O

Necht f je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom je f na [a,b] omezend.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze f neni omezend shora. Pro kazdé n € N nalezneme
Zn € [a,b] takové, Ze f(z,) > n. Diky Weierstrassové vété nalezneme vybranou posloup-
nost {n, }peq z {Tn}heq- Pak limy o zn, = z* € [a,b]. Z varianty Heineovy véty plyne
limg o0 f(zn,) = f(z*) € R, Vk € N: f(xy,) > ng > k. Odstud plyne limy_,o f(zn,) = 00,
COZ je spor. O

Poznamka 34. V dukazu véty 38 jsme uZili nasledujici variantu Heineovy véty: Necht
I C R jeinterval a f : I — R. Pak je ekvivalentni:

(i) f je spojitd na I,

(ii) pro kazdé c € I a kazdou posloupnost {z,} prvki intervalu I spliiujici lim, oo n, = ¢

plati lim, o f(z,) = f(c)-

Definice 50. Necht M C R, x € M a funkce f je definovina alespoit na M (tj. M C D(f)).
Rekneme, %e f nabyvi v bodé  maxima (resp. minima) na M, jestlize plati

Vye M: f(y) < f(z) (resp. Vy € M = f(y) > f(2)).
Bod z nazyvime bodem maxima (resp. minima) funkce f na mnoziné M. Symbol maxy; f

(resp. minys f) oznacuje nejvétsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce f na mnoziné M
nabyva (pokud takova hodnota existuje).
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Definice 51. Necht M C R, z € M a funkce f je definovéna alesponi na M (tj. M C D(f)).
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z

e lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé
y € P(z,8) N M plati f(y) < f(a),

e lokalni minimum vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé
y € P(z,0) N M plati f(y) > f().

Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom f nabgvd
na [a,b] svého mazima a svého minima.

Diikaz. Dokazeme existenci maxima. Podle véty 38 je f omezend na intervalu [a, b], a proto
G = sup f([a, b]) je prvkem R. Pro kazdé n € N nalezneme z,, € [a, b] spliiujici f(z,) > G—1.
Pomoci Weierstrassovy véty nalezneme vybranou posloupnost {z,, }7-; z {zs},e; takovou,
ze limy,_y00 Zp, € R. Potom plati, Ze z* = limz,, € [a,b]. Déle mme, Ze lim,_, f(z,) = G,
nebot

VnEN:G—%<f(:cn)§G,

a tedy lim,_,o f(zn,) = G. Podle Heineovy véty mame, Ze limy,_o f(zn,) = f(z*). Odtud
f(z*) =G. O

Necht f je spojitd a rostouci (resp. klesajici) funkce na
intervalu J. Potom funkce f=! je spojitd a rostouci (resp. klesjici) na intervalu f(J).

Diikaz. Funkce f je rostouci, a tedy prostd. Funkce f~! je tedy dobte definované na f(J).
Mnozina f(J) je interval podle véty 37. Je-li f rostouci (resp. klesajici), pak je snadné ukézat,
ze f~! je rostouci (resp. klesajici). Pfedpokladejme, Ze yo € f(J) neni pravym koncovym
bodem intervalu f(J). Budeme dokazovat, Ze f~! je spojit4 zprava v bodé yp. Oznaéme
zo = f~ (yo). Zvolme € € R,e > 0. Bod yo neni pravy koncovy bod f(J), a tedy xo neni
pravy koncovy bod J, nebot f je rostouci. Nalezneme x; € (z9,zo + €) N J. Nalezneme
5 € R, > 0 takové, ze f(x1) = yo + 6. Pak pro kazdé y € [yo,yo + 6) plati 2o = f~ (o) <
f~Hy) < f~H(yo +0) = a1, takZe f~(y) € [zo,21) C B(zo,€) = B(f~(0),¢€)- Spojitost
zleva v bodé, ktery neni levym koncovym bodem f(J), by se dokazovala analogicky. O
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Kapitola 4

Elementarni funkce

Ezxistuje prdveé jedna funkce exp: R — R splriujici

(E1) Va,y € R : exp(z +y) = exp(z) - exp(y),
(E2) lim S2@ =1 _

z—0 x
4.1 Vlastnosti exponencialni funkce
(E3) exp(0) =1

Podle (E1) plati exp(0) = exp(0 + 0) = exp(0) - exp(0), neboli exp(0) = exp(0)?, tedy

exp(0) je bud 0 nebo 1. Kdyby exp(0) = 0, potom pro kazdé xz € R plati

exp(z) = exp(z + 0) = exp(z) - exp(0) =0,

coz je spor s (E2).

(E4) Vz € R : exp(z) - exp(—z) =1

Pro z € R plati:

1 =exp(0) = exp(z + (—z)) = exp(z) - exp(—2x).

(E5) Vn € ZVzx € R : exp(nz) = exp(z)™

e n=0:proz € R je exp(0 - z) = exp(0) = 1 = exp(x)°

e n~~n+l:prox €R je

exp((n + 1)z) = exp(nz + ) = exp(nz) - exp(z) = exp(z)" - exp(x)

= exp(z)"
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Elementéarni funkce

e n€Z,n<0:proz€Rje

1 1

exp(—nz) - exp(z)™"™ = exp()"

exp(nz) = exp(—(—nz)) =

(E6) Vz € (0,00) : exp(z) > 1

Z vlastnosti (E2) plyne, Ze existuje § € R, > 0 takové, ze
Vz € (0,6] : exp(z) — 1 > 0.
Polozme k = [%]. Potom miZeme psat
z=kéi+2z z€]0,9).
Potom méme

exp(z) = exp(kd + z) = exp(kd) - exp(z) = exp(6)* -exp(z) > 1,
———
>1 pro k>1
pokud k£ =0, pak z > 0.
(E7) Vz € (—00,0) : exp(z) € (0,1)

Plyne z (E4) a (E6).

(E8) exp je rostouci na R

Zvolme z,y € R,z < y. Polozme k = y — z. Potom k > 0 a plati

exp(y) = exp(x + k) = exp(z) - exp(k) > exp(x).
>0 >1

(E9) limy,o0 exp(z) = 00

Podle véty 35 (a) lim,_,o exp(z) existuje, nebot exp je rostouci. Podle Heineovy véty
plati, Ze lim,_,~ exp(n) = lim,_, exp(z). Navic mame

lim exp(n) = nli_)rgo(exp(l))" =00, (E6) = exp(1) > 1.

n—o0

(E10) limz—,_ooexp(z) =0

Plyne z (E9) a (E4):

lim exp(z) = lim _ 1. 0
——00 z——oc0 exp(—x) 00
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g(z) == Jlim g(z) = oo
f(y) = exp(y) Jim f(y) = oo

je splnéna podminka (P)

(E11) exp je spojitd na R

spojita v 0:

-1
lim exp(z) = lim (% -:c—i—l) =1-0+1=1=exp(0)
z—0 z—0 xT
spojita na c € R:

glci_)mcexp(:v) = glcig%:exp(a: —c+c) = glci_)mcexp(x —c¢)-exp(c) =1-exp(c) = exp(c)

(E12) H(exp) = (0,00)

Diky vété 37 a (E11) mame, ze H(exp) = exp(R) je interval. Vime, Ze plati H(exp) C
(0,00). Z (E9) a (E10) plyne H(exp) = (0, 00).

Oznaceni. Eulerovo éislo e = exp(1).

Definice 52.

(a) Funkce log: (0,00) — R je definovina jako inverzni funkce k funkci exp. Nazyva se
prirozenym logaritmem.

(b) Je-li a € (0,00) \ {1}, pak definujeme log,: (0,00) — R pFedpisem

log x

1 = .
08a ¥ loga

(c) Necht a € R,a > 0 a b € R. Potom definujeme re4lné ¢&islo a® predpisem a’® =
exp (b loga).

d) Necht a € R,a > 0. Potom funkci x — a%, z € R, nazyvime obecnou mocninou.
Yy

4.2 Vlastnosti logaritmu

(L1) D(log) = (0, 00)

Plati totiz #H(exp) = (0, 00).
(L2) H(log) =R
Plati totiz D(exp) = R.

(L3) log(1) =0
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Elementéarni funkce

Je totiz exp(0) = 1.

(L4) Vz,y € (0,00) : log(zy) = logx + logy

Pro z,y € (0,00) oznacme a = logz,b = logy. Potom

log(zy) = log(exp(a) exp(b)) = log(exp(a + b)) = a+ b =logz + logy.

(L5) Vz € (0,00) : log L = —logz

Plati 1 1
0 = log(1) = log <a: . 5) = log(x) + log (;) ,

odkud mame log% = —logz.

(L6) Vn € ZVz € (0,00) : log(z™) = nlogz

e n=0: plati
e n~n+1l:(neNU{0}),z e (0,00)

n+1)

log(z = log(z" - ) = log(z") + log(x) = nlogz + logz = (n + 1) log z.

e neZn<0:ze(0,00)

log(z™) = log <a%) = —log(z™) = (1) - (—n) -logz = nlogx.

(L7) log je rostouci na (0, 00)

exp je rostouci na R

(L8) limg_yo0 logz = 00

Z véty o limité monotdénni funkce, faktu ze log je rostouci a toho, ze H(log) = R plyne,

ze limy_, o0 log z = 00.

(L9) lim, .o+ logz = —o0

Podobné jako v (L8).

(L10) log je spojitd na (0, 0o)

Plyne ze spojitosti exp, (E5) a véty 40.

(L11) limg_,; 82 =1

z—1

Vezméme si

_ exp(y) =1 . _
fo)=—, limy f(y) =1
g(z) =logz li_)m1 g(x) = 0 je splnéna podminka (P),
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Elementéarni funkce

odkud méame
lim fog(z) =1,

tedy Ze
1 —1 -1
i &PUogz) —1 . z-1_

z—1 log x z—1 logz

Poznamka 35.
(i) Proa€eR,a>0,n€Zje

n

a" = exp(nloga) = exp(log(a™)) = a”,

tedy definice obecné mocniny je kompatibilni s (L6).
(ii) Pron € N je funkce
z— Yz
e pro n sudé rovna inverzni funkci k f(z) = 2",z € [0, ),
e pro n liché rovna inverzni funki k h(z) = 2™,z € R.
Plati z — {/z je spojitd na svém definiénim oboru (podle véty 40).
FEzistuje prdvé jedno kladné rediné &islo (budeme

ho znaéit w) a prdvé jedna dvojice funkci sinus (sin) a kosinus (cos), které maji ndsledujict
vlastnosti:

(G1) pro kazdé xz,y € R plati

sin(x + y) = sinz cosy + cosz siny,

(G2) pro kazdé x,y € R plati

cos(z +y) = cosx cosy — sinz siny,

(G8) sin je lichd a cos je sudd funkce,

(G4) sin je rostouct na [0,%], sin(0) =0, sin (§) =1,

sin z
=1.

(G0 14~
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4.3 Vlastnosti sinu a kosinu
(G6) cos(0) =1
Zvolme z € (0, 5). Podle (G1) plati

sinz = sin(z + 0) = sinz cos 0 + cos 2 sin 0 = sin z cos 0,
a protoze sinz # 0 pro z € (0, 7), je

cos0 =1.

(G7) Vz €R :sin?z +cos’z =1

Plati

1 = cos(0) = cos(z — z) = cos z cos(—z) — sinzsin(—z) = cos? z + sin? z.

(G8) Vz e R : |sinz| <1A|cosz| <1

Plyne z (G7).
(G9) cos(5) =0
Podle (G7) mame

sin? (g) + cos? (g) =1,

ale sin? (Z) je podle (G4) rovno 1, takze

cos? (72_r> =0 = cos <g) =0.

(G10) Vz € R:sin (z + §) = cosz
Z (G1) a (G9) plyne

sin (ac + E) = sin x cos (I) + cos z sin (z) =coszT
2/ 2 2/ ’

(G11) Ve e R:cos(x+ §) = —sinz

Z (G2) plyne

™ ™ . . T .
COS .’L'+§ =cosxcos§—s1nx81n§=—s1nac.

(G12) sinus a kosinus jsou 27 periodické
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Elementérni funkce
Z (G10) a (G11) plyne
sin(z + 27) = sin (x + §7r + f) = cos (x + §7r>
N 2 2) 2
. T .
= —sin(z + 7) = —cos (ac + 5) =sinz.

cos(x + 2m) = cos z analogicky.

(G13) sinus a kosinus jsou spojité na R

e sinus je spojity v nule:

MY =1-0=0=sin0.

lim sinz = lim
z—0 z—0 X

e kosinus je spojity v nule:

lim = lim E+£ = lim 2(Z) _ in2 z
et COST = fort) COS 2 2 = fort) COS 2 S 2
= lim (1—2sin2 (f)) —1-2.02=1 = cos.
x—0 2

e spojitost sinu v g € R:

mlg]élo sinz = mlggo sin ((z — zo) + o)

= zlggo (sin(z — zg) cos Zy + cos(z — xp) sin zp)

=0-coszg+ cos0 - sinzg = sinxg.

o spojitost kosinu v zp € R: obdobné s pomoci (G2)

(G14) {z € R,sinz =0} = {km,k € Z} a {z € R,cosz =0} = {5 + km, k € Z}

Plati
YV € (O,g) :sinx >0 Vz € (—g,O) :sinx < 0.
Déle pro z € (§,7) je
. ™ .
sinz = cos (a: - 5) = —sin(z — 7).

Podobné kdyz = € (7r, 37’7), méame sinz = —sin(z — 7). Odtud dostédvime, Ze nulové

body jsou prévé v 0, 5,7 a 37“ Pro kosinus dostaneme z (G11) posunutim o 7.

Definice 53. Funkce tangens (zna¢ime ji tg) a kotangens (znac¢ime ji cotg) definujeme
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Elementéarni funkce

predpisy
tg(w):smx, meR\{z—l-km;kEZ},
CcosT 2
CoST
t = , e R~ {km; ke Z}.
cotg(x) - x ~ {km }

Goniometrickymi funkcemi rozumime sin, cos, tg, cotg.

Definice 54. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan-

gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nésledovné:

arcsin = (sin ‘[_%,%])_1a
-1
arccos = (COS |[0,7r]) ’
arctg = (tg |(_§,§))_1,
arccotg = (cotg |(0,7r)) '

Funkce log, exp, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité na

svych definic¢nich oborech.
Driikaz. Spojitosti funkei log, exp, sin, cos jsme jiz dokazali. Funkce tg a cotg dostaneme

pomoci véty o artimetice limit. Zbyva tedy dokazét spojitost funkci arcsin, arccos, arctg,
arccotg. To dostaneme podle véty 40. O
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Kapitola 5

Derivace

5.1 Definice a zakladni vztahy

Definice 55. Necht a € R a f je funkce. Existuje-li limita

Lo fat+h) — f(a)

h—0 h

Y

pak jeji hodnotu nazyvame derivaci funkce f v bodé a. Obdobné definujeme derivaci
zprava a derivaci zleva funkce f v bodé a pfedpisy
flath) = f@) . fa+h)~fe)

lim
h—0t h ’ h—0— h

Derivaci zleva v bodé a derivaci zprava v bodé nazyvame jednostrannymi derivacemi.

Oznaceni. Pokud derivace existuje, je uréena jednoznacné (disledek véty 27). Pouzivime

mageni f'(a), (), ' (a).

Poznamka 36.

1. Derivace

existuje,

(a) je vlastni, tj. € R,
neexistuje

. . Joo
je nevlastni
—00.

it. f'(a) = 35 € R,d > 0: f je definovdna na okoli B(a,?)
iti. f'la)=AeR* < fl(a)=f_(a) = AR
F@=F@) _ lim, o f(a-l—h’)l—f(a)

. limg—yq ==

v. Derivace je lokalni pojem.
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Derivace

Poznamka 37 (Derivace a tecna). Necht a € R, f je funkce a f’(a) € R. Te¢nou ke grafu
f v bodé [a, f(a)] rozumime funkci

t:x e fla)+ f'(a)(z — a).

Plati
@) - t) | f(@) -~ f(@) - f@)(z — a)
= (12219 o) = @) - 1@ =0

Poznamka 38. Definiénim oborem derivace funkce f rozumime mnozinu {z € R, f'(z) € R}.

Priklad.

i. f(z) =c,c€ B(a,d), kde § > 0,a € R. Plati

f'(a) = lim f(z) — f(a) = lim cTc°c_ 0.
r—a T —a r—=a r — q
ii. f(z) =2, kdemeN, zeR:
Proa € R:
m __ ,m _ m—1 m—2 m—1
fl(a)=limx 2 — lim (z—a) @ +a™ et +a™) =na"!
r—ra r—a T—a Tr—a
iii. f(z) =sgnz,z € R
, ... sgnz—sgn0 1_
f+ (O) N zlig)l“‘ z—0 N m]i%l‘*‘ r oo
— -1
f’_(()) = lim w = lim — = 400,
z—0~ z—0 =0~ T

odkud mdme, Ze sgn’(0) = oco.

. f(z) = |zl
fr0=1,  fL(0)=-1,

a proto derivace f’(0) neexistuje.

Necht funkce f md v bodé a € R vlastni derivaci. Potom je
f v bodé a spojitd.

Diikaz. Pocitejme

lim f(z) = lim (W@ —a)+ f(a)) ='(@) 0+ f(a) = f(a).
€R
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Poznamka 39.
(i) Véta 44 plati i v jednostranné verzi.

(ii) Pfedpoklad, Ze f’(a) je vlastni, nelze vynechat (vizte funkci signum v nule).

Necht a € R a f,g jsou funkce, které maji v bodé a derivaci.

(a) Pak plati
(f+9)(a) = f'(a) + d'(a),

3 . / /7 v e
je-li vgraz na pravé strané definovdn.

(b) Necht alespori jedna z funkci f a g je spojitd v bodé a. Potom plati
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g(a),

3 . / /7 v e
je-li viraz na pravé strané definovdn.

(c) Necht funkce g je spojitd v bodé a. Potom plati

N\, fl(a)g(a) — f(a)g'(a)
(E) (@) = 9%(a) ’

je-li vijraz na pravé strané definovdn.

Dukaz.
(a) Plati
(f+9)(a) = lim (f+9)(a+ h})L — (f+9)(a)
_ iy St h) +g(ath) — f(a) — g(a)
h—0 h
. (fla+h)—f(a)  gla+h)—g(a)
O R
= f'(a) + ¢'(a).

(b) Pfedpokladejme, Ze g je spojitd v a. Pak
(fg)(a+h) - (f9)(a)

(f9)'(a) = lim

h—0 h

_ i S @+ M)g(a+R) — f(a)g(a)

o h—0 h

_ iy Flath) — fla))g(a+h) + f(a)(g(a+ h) — g(a))
h—0 h

= f'(a) g(a) + f(a) g'(a).
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(c) Plati

f f
\’ o (5)@+h)—(5)(a)
() (a):’%( ) ) (?)
1 (f(a+h) B f(a))
gla+h) g(a)
— i L fla+R)g(a) — fla)g(a + 1)
h—0 h g(a+ h)g(a)
. 1 fla+h)— f(a) gla+h)—g(a)
g e ST
_ f'(a)g(a) — f(a)g'(a) B
g9(a)? '

Necht funkce g je spojitd v bodé a € R, md v tomto bodé
derivaci a funkce f md derivaci v bodé g(a). Pak plati

(fog)(a) = f'(9(a)) - g'(a),

3 3 / 7/ v 7
je-li vyraz na pravé strané€ definovdn.

Diikaz. Oznalme b = g(a),

fly) — £(b)

2 yen() ()

o(y) =

Plati lim,_,; ¢(y) = f'(b). Rozlisime dva pripady

(i) ¢'(a) # 0: nalezneme n > 0 takové, Ze plati

Vz € P(a,n) : 9(z) = g(a) # 0.

r—a

Odtud plyne, Ze
Vz € P(a,n) : g(x) # g(a).

Pocitejme

fg(z)) — f(9(a))

f(g(z)) — fg(a)) g(x) —g(a)

(fog)(a)= %1_1)1}1 T—a - %1_% 9(z) — g(a) a
= lim ¢(g(z)) - w.

(ii) ¢'(a) = 0: Vyraz na pravé strané je definovan, a proto f’(b) € R. Nalezneme ¢ > 0,6 > 0
takova, Ze
Yy € P(b,6) : |p(y)| < c (véta 28).
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Dale

vy € P(b,5) : 'f(y f(b)‘

Vy € B(b,9) : |f(y) — f(b)| < c-|y—bl.
Zvolme £ > 0. Nalezneme g, > 0 takové, Ze

Vz € P(a, 1) : ‘M —0‘ <e.

xT—a
Déle nalezneme g2 € (0, 01) takové, zZe
Vz € B(a, 02) : g(x) € B(b,9).

Pro kazdé = € P(a, g2) plati

fl9()) = f(9(a))| _ clg(z) —ga)l _ . 'g(w) 9(a)| _

x—a - |z — al xT—a

odkud plyne (f o g)'(a) = 0= f'(b)-0 = f'(b) - g'(a). L

7

Poznamka 40. V ¢em je problém:

(F o0 (@) — tim 1O = F0@) _ o fo(@) = Fo(@) (@) ~g(a)

z—a z—a ~ T 9@ — 9@ z—a

=f'(b) - 4'(a).

Funkce
g(a)=1b lim g(z) = g( )="b

Necht a je vnitrnim bodem intervalu I a f je spojitd a
ryze monotdnni funkce na I. Oznaéme b = f(a).

(a) Necht f'(a) existuje a je nenulovd. Potom plati

1

(O =

(Je-li f'(a) = %00, pak (f~1)'(b) =0.)
(b) Necht f'(a) =0 a f je rostouci na I. Potom (f~!)'(b) = co.
(c) Necht f'(a) =0 a f je klesajici na I. Potom (f~1)'(b) = —co.

Diikaz. Funkce f : I — R. Ozna¢me J = f(I). Podle véty 37 je J interval. Inverzni funkce
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f~1 je tedy J — I. Podle véty 40 je f~! spojit4 a ryze monoténni. Oznacme

oa) = TOT@ e pip) qa).

T

Plat{ lim,—, ¢(z) = f'(a) v piipadech (a) aZ (c). Dale plati lim,_,, f~(y) = f1(b) = a,
nebot b je vnitinim bodem J a f~! je spojit4 na intervalu J.

(a) Poé&itdme lim,_,(po f1)(y), a je splnéna podminka (P), protoze f~! je ryze monoténni.
Méame tedy

g e FEYw) — fla) b
f (a) _alt—mso( ) }/_)b(so f )(y) g%—)b f_l(y) —a y—b f_l(y) — f_l(b)’

tedy

(b) Podobné jako v (a) mame, Ze

Yy— — f(q) =
) e @0

Potom plati podle véty 30

(F1Y = iy — 15— = co.
)
(¢) Analogicky jako (b). O
Derivace elementarnich funkci
e f(x)=c,zeR
fl(z)=0,z€eR
e (") =naz"lzeR,neN
o (exp(z))’ = exp(z),z € R
- ~1
(exp(z))’ = lim exp(e + 1) —exp(e) _ = lim exp(z) - exp(h) — 1 = exp(z)
h—0 h h—0 h
e (logz)' =1,2€(0,00)
. 1 1
(log2) exp(logz) =
f(2) = exp(2)
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o (%) =az* !,z €(0,0),a €R

/ a
a\/ alogz alogx a
(m)—(el )——elg.__—ax 1
x

e (a®) =a"loga,z €R,a>0

/
(az)/ — (ezloga) — ezloga loga = a® loga.

Poznamka 41. Funkce z% se nehodi derivovat podle Zadného z pfedchozich bodd, ale

(xz)l_ (eaclogm)l_ezlogz zlo 1 S
= = . gzt+z- | =2 (logz + 1),z > 0.

. ({‘/5)/= L %proxe(o,oo) pro n € N sudé, nebo z € R \ {0} pro n € N liché.

n T

Déle ({/x)’ = oo pro x =0 a n € N liché, ({/z)’, = oo pro x =0an € N sudé.

o (sinz)' =cosz,z € R

(sinz) = I sin(z + h) —sinz I sinxz cosh + coszsinh —sinx
inz) = lim = lim
h—0 h h—0 h
) < ) cosh—1 sinh)
= lim (sinz- —— 4+ cosz - ,
h—0 h h
ale - P .
cosh — cosh —
lim—  =lim—m—""h=(-=-2).
fim 25 = Jim S h= (=) 0
tedy (sinz)' = cosz.
e (cosz) =—sinzz eR
o (tgz) = @ax € D(tg)
o (cotgz) = —ﬁ,x € D(cotg)
(cotg z)’ (cosa:)’ —sinz -sinz — cosx cosz 1
) = = — .
& sin sin? x sin?
o (arcsinz) = —11_302,366( 1,1)
f(z) =sinz,z € [—g, 72_r]
f~Y(z) = arcsinz, z € [-1,1]
1
ing) = ———— -1,1
(arcsin ) cos(arcsinz)’ z€(-L1)

coszy=1—sin2y, (TRS (—g,g) = cosy=\/1—sin2y

cos(arcsinx) = \/ 1 —sin?(arcsinz) = V1 — 2.
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o (arccosz) = —ﬁ,x € (-1,1)
o (arctgz) = #,x eER
o (arccotgz) = —H%,x eR

Jestlize a je bodem lokdiniho extrému funkce
f, potom bud f'(a) neeristuje, nebo f'(a) = 0.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, Ze f'(a) existuje a f’(a) # 0. Pfedpokladdejme nejprve, Ze
f'(a) > 0. Potom
f/(a) = lim M > 0.

Tr—a Tr—a

Nalezneme § > 0 takové, Ze

Vz € P(a,0) : W > 0.
Potom

Vz € (a,a+9) : f(z) > f(a), Vz € (a—d,a): f(z) < f(a).

Proto a neni bodem lokélniho extrému, coZ je spor. P¥ipad f’(a) < 0 lze pFivést ke sporu
analogicky. O

Piiklad (Cast4 tiloha). Necht f : [a,b] — R je spojit4 na [a, b] a pro kazdé = € (a, b) existuje
f'(z). Naleznéte extrémy f na [a, b].

Resend. Protoze je f spojita na [a,b], m4 f maximum i minimum. Déle at
E ={z € (a,b), f'(z) =0} U{a,b}.

Extrémy mohou byt jediné v E. Déle vypoc¢teme funkéni hodnoty prvkia v E a podle toho
uréime maximum a minimum.

5.2 Véty o stredni hodnoté

Necht a,b € Rya < b a f: [a,b] = R je spojitd funkce. Je-li f(a) = f(b) a
f md derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b), pak eristuje c € (a,b) takové, Ze f'(c) = 0.

Diikaz. Podle véty 39 f nabyva v intervalu [a, b] svého maxima i minima. Oznaéme m =
min f([a,b]) a M = max f([a, b]). Potom plati

m < f(a) = f(b) < M.

Pokud m = M, pak je f konstantni na [a,b] a staci volit ¢ € (a,b) libovolné.
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Pokud m < M, pak plati m < f(a) nebo f(a) < M. Pokud f(a) < M, pak existuje ¢ € [a, b]
takové, ze f(c) = M. Podle pfedpokladti véty a podle véty 48 mame f'(c) = 0. Pokud
m < f(a), postupujeme obdobné. O

Necht a,b € R,a < b a f: [a,b] = R je spojitd funkce, kterd md v
kaZdém bodé intervalu (a,b) derivaci. Pak ezistuje c € (a,b) takové, Ze

7(b) - f(a)
b

—a

fi(e) =

Duiikaz. Definujme pomocnou funkcei

o(@) = f(a) - 1O -I@

(x—a), z€]a,b.

Plati, Ze
e g je spojité na [a, b],
e g(a) = f(a), g(b) = f(b) — LOT@ (G _q) = f(a),

@ TO=I@ o
eR

c g@) =7
€R*

Podle Rolleovy véty 49 nalezneme c € (a, b) takové, Ze g’(c) = 0. Potom plati

U f(a)

( ) — — =0.
GR
Odsud dostavame
fl(c) — f(b) _ f(a)
b—a '’
coz jsme chtéli dokazat. O

Necht a,b € R,a < b, f a g jsou funkce spojité na [a,b], f md v kaZdém
bodé x € (a,b) derivaci a g md v kaZdém bodé = € (a,b) viastni nenulovou derivaci. Potom
g(a) # g(b) a existuje c € (a,b) takové, Ze

f'le) _ () — f(a)
gc)  g(b) —gla)

Diikaz. Podle Lagrangeovy véty 50 nalezneme d € (a, b) takové, zZe

o 9(b) —g(a)
g(d)—?.
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Plati ¢'(d) # 0, a tedy g(a) # g(b). PoloZzme

p(z) = (f(z) — f(a))(9(b) — g(a)) — (f(b) — f(a))(9(z) — g(a)), =€ [a,b].
Plati, e
e ¢ je spojité na [a, b,
* ¢(a) =0, ¢(b) =0,
» (@)= [(2) (9(b) - 9(a) ~(F(b) ~ f(a) ¢'(), = € (a,D).

€R* #0 €R
Podle Rolleovy véty 49 nalezneme c € (a, b) takové, Ze ¢'(c) = 0, neboli
£'(c) (9(b) — g(a)) —(f(b) — f(a)) g'(c) = 0.
— —~

~—~—
€R #0 #0

Odtud plyne
w 7 _ 0) - f(a)
70~ 9®) = 9@’

coz jsme chtéli dokazat.

Necht a € RU {—o0}, f,g jsou funkce, existuje

f'(x)

z—at g’ (IE)

o plati bud
(a) limg_,q+ f(z) = lim, 4+ g(z) = 0, nebo
(b) hma:—)a‘*lg(m)' = 00.

Potom plati

I (GO )

z—at g(:c) T zoat g’(m) '

Diikaz. Provedeme dikaz (a), diikaz (b) umét nemusime.
()

Oznac¢me L = lim,_,,+ %.

Pomocné tvrzeni.

(i) Pro kazdé o € R, > L existuje § > 0 takové, Ze

Vz € P*(a,0): '@ <
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ii) Pro kazdé B € R, B < L existuje &' > 0 takové, Ze
(i) ; Y ;

Vz € P*(a,d'): @) > B.

g9(x)

Dukaz pomocného tvrzeni.
(i) Nalezneme r € (L, «). Nalezneme § > 0 takové, Ze plati
e f,f, ga g jsou definoviny na P*(a,?),
o f', ¢ jsou vlastni na P*(a,d),
¢ je nenulové na P*(a,?),
o Vz € P*(a,d): ggg <r,

e g je nenulova na P*(a,d); pokud by existoval nulovy bod f v P*(a,d), pak je
nejvyse jeden a d vhodné zmensime.

Zvolme x € P*(a, ). Pfedpoklddejme, Ze y € P*(a,d) a y < z. Podle Cauchyovy véty
51 nalezneme c € (y, x) takové, zZe

f'le) _ @) - fy)
g g(@)—gly)’

Potom £, 8 <, a tedy

f(z) - f(y)
9@ —gly) "
Potom méme, Ze
lim 1@ —F) _ f@) <a
y—at g(x) —g(y)  g(x)
\_27'—/ \\6./
<

(ii) DokéZeme analogicky.

Vlastni dikaz. Pokud L = oo, resp. L = —o0, pak véta plyne z (ii), resp. z (i). Pokud
LeRace >0, polozime o = L+ ¢, B = L — ¢ a nalezneme pfislusnd § a §’. PoloZzme
81 = min {4, §'}. Pak pro kazdé z € P*(a, ;) plati

L—s=ﬂ<%<a L+¢, tj.g(—geB(L,e),

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 42.

2
i. lim,_ o 2&+1 SorT +1 L £ limg_,0 2 5

4t. limg o0 57 = 1, ale 'Hospitalovym pravidlem vysledek nedostaneme
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co. 7. e_z% . 6712';25 . 26_5%2
114, limg_0 “— = limg0 —5 = limg 0 =3
Priklad. Spoctéte limy—,o *= 5"

Resend. L’Hospitalovym pravidlem dostavame

lim sinx —x lim cosz — 1 _ 1
z—0 3 T 20 3x2 3 2 6

Necht f je spojitd na intervalu J a v kaZdém
vnitinim bodé J (mnoZinu vSech vnitinich bodi intervalu J oznacme jako int J) ezistuje

derivace f.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro véechna x € int J, pak f je rostouci na J.

(iii) Je-li f’

(

(ii) Je-li f'(x) < 0 pro vechna x € int J, pak f je klesajici na J.
() > 0 pro vechna x € int J, pak f je neklesajici na J.
(

(iv) Je-li f'(z) <0 pro vSechna x € int J, pak f je nerostouci na J.

Driikaz. Dokazeme (i), ostatni pfipady se dokdZou analogicky. Pfedpokliddejme, Ze z,y € J,

z < y. Podle Lagrangeovy véty 50 nalezneme c € (z,y) takové, Ze

_fW-f=) _

flo ="

Odtud plyne f(z) < f(y). O
Poznamka 43 (Varovani!). Véta 53 je formulovana pro interval.

Necht f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje lim+ f'(z). Potom ezistuje [’ (a)
r—a

a plati f (a) = xlfih f'(z)-

Dukaz. Je vlastné

o) = Jim HE I
Plati, e
Jim (f) - f(@) =0,  lim (-a)=0.

Odtud z I’'Héspitalova pravidla dostavame

fi(a) = lim (@) = lim f'(z).

z—ayr 1 T—a4
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Definice 56. Necht n € N, a € R a f mé vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a. Potom
(n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé a rozumime

n _ o f™(a+h) - f™(a)
f0(a) = Jim h ‘

Poznamka 44. Derivace znac¢ime

f/ f// f/// f(4) f(5) f(n).

Necht f'(a) =0, f” >0 (resp. f” <0). Potom f md v a lokdlni minimum (resp.
lokdlni mazimum,).

Diikaz. Pfedpoklddejme, Ze f”(a) > 0. Nalezneme § > 0 takové, Ze plati
Vz € B(a,d) : f'(z) existuje vlastni,

f@) = fa) _

r—a

Vz € P(a,9) :
Odtud plyne, %e Vz € (a — d,a) mdme f'(z) <0 a Vz € (a,a + ) je f'(z) > 0. Funkce f je
na (a — 6,a + §) spojitd, nebot mé na (a — d,a + &) vlastni derivaci. Potom je f klesajici na
(a — d,a) podle véty 53. Podobné f je rostouci na (a,a + §). Odtud mame, Ze a je bodem
lokdlniho minima f. P¥ipad f”(a) < 0 lze Fesit obdobné. O

Poznamka 45. Ve vété 55 je a dokonce bodem ostrého lokdlniho minima (resp. maxima).

5.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice 57. Necht I je interval, f je funkce a I C D(f). Rekneme, Ze f je

e konvexni na I, jestlize

Vz,y € IVA€ (0,1) : fF(Az + (1 - A)y) < Af(z) + (1 - N f (),

e konkavni na I, jestlize

Ve,y € IVA € (0,1) : FAz + (1= Ny) > Af(x) + (1 — N f(v),

e ryze konvexni na I, jestlize

Vez,y € IVA € (0,1) : fAz 4+ (1= Ny) < Af(z) + (1 =N f(y),

e ryze konkavni na I, jestlize
Ve, y € IVA € (0,1): fAz + (1 = N)y) > Af(x) + (1 = N) f(y)-
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Poznamka 46. f je [ryze] konvexni na I pravé tehdy, kdyz —f je [ryze] konkdvni na I.

Necht I C R je interval a f: I — R.
Pak jsou ndsledujici vijroky ekvivalentni:

(i) f je konvexni na I,

(i) Vo1 < 73 < wg € - L) @)  flas) = fl@)

T2 — T B T3 — 1
(iii) Yoy <z <z3 €1 : f(x;i - ifxl) < f(wxgz :Zm),

(i) Yoy < 2a <3 € 1 : f(xxgi:if:m) < f(a:;,?)) :gm),

Diikaz. Piedpokladejme, Ze x1,z2,23 € I, 1 < 3 < x3. Nalezneme A € (0,1) takové, Ze
xg = Az1 + (1 — N)z3. Vyjde
r3 — T2
A= ——=.
T3 —T1
Ozna¢me ¢ = Af(z1) + (1 — A) f(x3). Plati

c— f(w1)  f(zs)—c f(x3)—f($1)'

. ®)
2 —T1 T3 — T2 T3 — T1

(i) = (ii) Potom plati ¢ > f(z2). Z (8) plyne

f(z2) — f(z1) < f(x3) — f(w1).

T2 —I1 I3 — I1

(ii) = (i) M&me z1,23 € I a X € (0,1). BUNO z; < z3. Polozme x5 = Az; 4 (1 — A)z3. Méme,
ze
flz2) = f(z1) _ flzxs) = f(m1) _ c— flan)
To — X1 - T3 — 1 xz—wl’
odkud plyne ¢ > f(z2).

Ostatni implikace analogicky. O

Necht f je konvexni funkce na nedegenerova-
ném intervalu I aa € I.

(a) Je-li a vnitini bod I, potom existuji viastni jednostranné derivace f’ (a), fi (a), které
splriugi

fL(a) < fi(a).
(b) Je-li a pravy krajni bod I, pak f' (a) existuje.

(c) Je-li a levy krajni bod I, pak f! (a) existuje.
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Diikaz. (a) Zvolme b € I,b < a. Definujme pomocnou funkci

QD(I):W, zel,z>a.

Podle lemmatu 3 je ¢ na intervalu D(¢) neklesajici. Pro kazdé x € I,z > a plati

fla) = f(b) _ f(z) = f(a)

a—>b - r—a

= (),
takze ¢(x) je zdola omezend na D(yp). Podle véty 35 existuje

hm o(z)

T—at

vlastni, tj. fi (a) € R. Tvrzeni, Ze f’ (a) € R lze dokézat analogicky. Nerovnost f’ (a) <
fi (a) plyne z nésledujiciho.

@) = fla) _ f(y) — f(a)

zT—a y—a

Ve,yel,xr<a<y:

Ostatni pfipady analogicky. O
Necht f je konvexni na otevieném intervalu J. Pak f je spojitd na J.

Diikaz. Necht a € J. Potom a je vnitinim bodem J, a tedy f! (a), f. (a) € R. Podle

jednostrannych variant véty 44 dostavame spojitost f v bodé a zprava a zleva, a tedy i

spojitost v bodé a. O

Necht f : (a,b) > R, a <b a f' je spojitd na (a,b).

Jestlize f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je ryze konvezni na (a,b).

)
Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdé x € (a,b
)
) <

), pak f je ryze konkdvni na (a,b).
Jestlize f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je konvezni na (a,b).
)

Jestlize f"(x) <0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je konkdvni na (a,b).

Diikaz. Dokézeme tvrzeni (iii), ostatni se potvrdi obdobné. Podle véty 53 je f’ neklesajici.
Ovéfime (iv) z lemmatu 3. Zvolme z1,z2,z3 € (a,b) tak, Ze 1 < z2 < x3. PouZijeme
Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté 50 na f na intervalu [z1,%2] a [z2,z3]. Podminky
Lagrangeovy véty jsou splnény, nebotf f’ existuje vlastni na (a,b). Nalezneme £ € (z1,z2)
takové, ze

f(@2) = f(z1)

T2 — T

f'€) =

Déle nalezneme 7 € (z2, z3) takové, Ze

fl("]) — f(.’L'3) - f(xZ) )

T3 — T2

— 67 —



Derivace

Plati, Ze f'(£) < f'(n), nebot £ < n. Mame tedy, Ze

f(xz2) = f(@1) _ f(xs) = f(=2)

T2 — X1 - T3 — X2

)

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 47 (Varovani!). Vétu 58 pouzivame na intervalu.

Definice 58. Necht f je redlné funkce a a € R. Rekneme, Ze f mé v bodé a inflexi nebo
také Ze a je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje vlastni f'(a) a existuje 6 > 0
takové, ze bud

Vz € P (a,6): f(z) > f(a)+ f'(a)(x —a) a
Vz € P*(a,9) : f(z) < f(a) + f'(a)(z — a),

nebo

Vz € P~ (a,9): f(z) < f(a)+ f'(a)(x—a) a
Vz € P (a,6) : f(z) > f(a) + f'(a)(z — a).

Necht f je funkce, a € R a f"(a) ezistuje a je riznd
od nuly. Potom a nent inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Pfedpoklddejme, Ze f”(a) > 0. Definujme pomocnou funkci g pfedpisem
9(x) = f(z) — f(a) — f'(a)(z —a), =z €D(f).
Plati, Ze

g'(z) = f'(x) - f'(a), =zeD(f),
9"(a)=f"(a) >0, g'(a)=0, g(a)=0.

Podle véty 55 a poznamky 45 mame, Ze existuje § > 0 takové, Ze
Vz € P(a,d) : g(z) > 0.

Z toho plyne, Ze a neni inflexnim bodem f. Pokud f”(a) < 0, postupujeme obdobné.  [J

Necht funkce f md spojitou pruni derivaci na
intervalu (a,b), c € (a,b) a plati

Vz € (a,c): f'(z) >0 a Vze(cb): f(x) <0,

nebo
Vz € (a,c): f'(z) <0 a Vze(cqd): f'(z)>0.
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Pak c je inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Uvazujme prvni moznost, druhd se dokéaze analogicky. Definujme

9(z) = f(z) — f(c0) = f(c)(x—¢), z€(a,b).

Pak

g'(x) = f'(z) = f'(c), =€(ab),
Jg"(z) = f"(z), =z € (a,c)U(c,d).

Funkce ¢’ je spojitd na (a,c| a pro kazdé = € (a,c) médme ¢”(z) > 0. Podle véty 53 je
g’ rostouci na (a,c|. Podobné ¢ je klesajici na [c,b). Plati ¢’(c) = 0. Opét podle véty 53
dostaneme, Ze g je klesajici na (a,b), nebot

Vz € (a,¢) : ¢'(x) <0,
Vz € (¢,b) : ¢'(z) <0

a g je spojitd na intervalu (a,b), nebot zde mé vlastni derivaci. Plati g(c) = 0, a proto

Vz € (a,c) : g(x) >0,
Vz € (¢,b) : g(z) <0,

a tedy graf prechdzi z jedné strany na druhou, coz jsme chtéli dokéazat. O

5.4 Prubéh funkce

Definice 59. Rekneme, e funkce x — az + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v oo
(resp. v —00), jestlize

lim (f(z) —ax —b) =0, (resp. mli)riloo(f(x) —az—b)=0).

T—00

Funkce f md v oo asymptotu x — ax + b, a,b € R prdvé kdyz

=) _ , _
wl;rgoT—aER, zlgrolo(f(arz)—cw:)—be]R.
Diikaz.
= Pocitejme
1 f(zr;)_hm <f(x)—aa:—b ax+b):£+a:a
r—o0 I T—00 T T o0

Pak
lim (f(z) — ax) =xli_>nolo(f(w)—aa:—b+b)=0+b=b.
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<= Plati
zli_)nolo(f(m)—ax—b) =b—-b=0.

Priklad.
(1) f(z) = Va3 + 22,z €R

Asymptotu spoditdme jako

&3 2 1
lim x——i-x: lim {1+ = =1.
T—00 x T—00 X

Pak dopocteme b jako

Tr—00

Funkce f(z) mé tedy asymptotu z — = + %

(2) f(z) = e® nemé asymptotu, nebot

lim
r—r0o0

ez
— = OQ.
T
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Kapitola 6

Taylortv polynom

Motivace. Mame-li funkci f, kterd ma v bodé a vlastni derivaci, pak je te¢na

t(x) = f(a) + f'(a)(z — a).
Podivame-li se na limitu

b 1@ @) _ o f@) = f@) = @@ =a)

T—a r—a T—a r—a

zjistime, Ze aproximuje chovani funkce.

6.1 Zakladni vlastnosti

Definice 60. Necht f je funkce, a € R a (™ (a) € R. Pak polynom
1
T]%(z) = f(a) + f(@)(z —a) +--- + ﬁf(”)(a)(w —a)", =z€R
nazyvame Taylorovym polynomem radu n funkce f v bodé a.

Poznamka 48.
(1) st (T*) <n
(2) T = T4, pak T(a) = (),

T'(a) = f'(a) + f(@)(—a) +--- + ﬁf‘")(a)(w —a)" =T]"{(a) = f'(a)

T"(a) = {"(a) ... T™(a)=f"(a)

Pozndmka 49. Idea: Chceme, aby T (x) = f()(a). Cil: Studovat aproximaéni vlastnosti
T, odhady chyby |f — T'| apod.
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Necht QQ je polynom, deg@ < n a
Q(z)

i %

Pak Q) je nulovy polynom.

Diikaz. Nutné Q(a) = 0. Pfedpoklddejme, Ze @ # 0. Potom existuje k € {1,...,n} a
polynom R tak, ze
Q(z) = (z — a)*R(z) A R(a) # 0.

Potom
e Q@) R(z)
0= lim —~%— =lim ———~%—.
r—a (x — a)n T—a (x — a)n—k

Avsak tato limita
neexistuje k <nA(n—k)liché,

je nevlastni k <nA(n—k)sudé,

je vlastni a nenulova k = n,

coz je spor v kazdém pripadé. O

Necht a € R, £ (a) € R a P je polynom stupné nejvyse n.

o £(@) = P@)

r—a (:1; —_ a)n

Pak
=0 <« P=T

Dukaz.
<= Matematickou indukci méme

1. n=1: Mame
T = f(a) + f'(a)(z — a) = t(z),

a tedy
1o F@) —t@) _ . f(@) ~ (f(a) + f'(a)(x — a))’
=25 (@ - f’<a>) = f'(@ - f(a)=0.

2. n — 1 ~~» n: Predpokladejme, Ze plati pro n — 1. Jest

i 1 @) = T ()

T—a (gj — a)" ’

f je spojitd (mé vlastni derivaci), T' je spojity, tedy

tim (/@) - T4*(@)) = f(@) = T{*(a) = f(a) = (@) =0,
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a proto je limita typu %. Pak mizeme pouzit L’Héspitalovo pravidlo.

lim f(a:)——T,J:’a(m) = lim f/(:E) - TT{:?(.'L‘) _

T—a (;p — a)n r—a n(;p — a)n—l

dle indukéniho predpokladu.

= Jest
0 qig {@ = P@) _ . f(@) - T (2) + T (2) - P(e)
T—a (.’L’ — a)n I—a (.’L' — a)n
— lim <f(93) - T () + T () — P(:z;)) .
z—a (.’B — a)n (m _ a)n
Déle jest
f@) - T@) _,
(z —a)"
dle jiz dokdzané implikace a
T"(2) - P(z) _

(z —a)

dle véty o aritmetice limit, nebot

fa
lim Tn—P(m) = lim

T—a (x — a)n r—a

_e—ar T _G@-ay

=0 z pfedpokladu =0 z jiz dokdzaného

f()—P@) f@-Ti@=) \ _
< )

a tedy podle lemmatu 4 je
T]*(z) — P(z) =0,

&li P(z) = T (x). O

Necht a,x € R, a < z. Predpoklidejme, Ze:
o f je funkce, kterd md v kaZdém bodé intervalu [a, z] vlastni (n + 1)-ni derivaci,

o © je spojitd funkce na [a, x|, kterd md v kaZdém bodé intervalu (a,z) vlastni nenulovou
derivaci.

Pak ezistuje § € (a,x) takové, Ze

) — f.a T :lgo(:v)—cp(a) (n+1) T — &)
f@) - Tfo(a) = o P f @) -

F(z)—F(a) _ F'(§)

Diikaz. Idea: Cauchyho véta @) —gla) — F@)°

F definujeme (trik)
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Polozme

(n)
F(t) = f(z) — <f(t) +f)(x—t)+--+ f n!(t) (x—t)n) , t € [a,x].

Pak
o F:[a,z] = R, F je spojita na [a, z],
¢ F(a) = f(z) - T{"(a),
o« F(z)=0,
e F m4 vlastni derivaci v kazdém bodé (a, x).

Tedy lze pouzit Cauchyovu vétu 51. Mame tedy, Ze existuje £ € (a,x) takové, Ze

F(z) ~ Fa) _ F'(¢)
p@ @)~ PE)

Dale jest
FO)=—(FO- 7O+ @-0+ -+ /DO -9"),
tedy F'(€) = — 2 f+D(€)(z — €)™. Dosadime:

0—(f(&) — T @) _ —af" @ - 9"
o(z) — p(a) ¢'(€) '

Odtud plyne

@) = Tfo() = 2E LD L e - gy

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 50. (a) Véta plati i pro z < a, dikaz je stejny.

(b) O f sta&i predpokladat, ze £ je spojité na [a,z] a 1) existuje na (a,z) (vlastni &
nevlastni).

Necht a, z, f jsou jako ve vété 63. Pak existuje & € (a, x)

takové, Ze )
F@) = T{@) = oy V@@ )

Diikaz. Ve vété 63 polozime ¢(t) = (z —t)" . Potom ¢ je spojitd na [a,x], m4 vlastni a
nenulovou derivaci (n 4+ 1)(z — t)" na (a, z). Tedy dle véty 63 najdeme £ € (a,z) takové, Ze

1 0— (z —a)"*!
nl —(n+1)(z—&"

Q)@ — &) = e FOD(E) - ),

£(@) ~Tuf,a(z) = T

O]
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Necht a,z, f jsou jako ve vété 63. Pak existuje £ € (a,x)
takové, Ze

f(@) - Ti*(@) = - Fr @) @ - )" - a)

Diikaz. PouZijeme vétu 63 pro funkei p(t) = t,t € R. Pak existuje £ € (a, ) takové, Ze

1lz-—
n!

f(@) = T (2) = - == "D () (@ - O™

6.2 Symbol malé o

Definice 61. Necht f, g jsou funkce, a € R*. Rekneme, 7e funkce f je v bodé a malé o od
g (piSeme f(z) = o(g9(x)),z — a), jestlize plati

lim M =0.

Poznamka 51. (1) Podobné mtZeme definovat i jednostranné verze: z — a+ nebo z — a—.
(2) Zapis f(x) = h(z) + o(g(x)), z — a znamen4 jednak
f(z) = h(z) = o(g(z)), z—a,
ekvivalentné

i £(@) = h(@)

Tr—a g( )

a také
f(z) = h(z) + w(z), kde w(z) =o(g9(z)), z— a.

Necht a € R*.

(i) Jestlize
fi(z) = o(g(z)), z—a a fa(z) = o(9(z)), = —a,

potom
fi(x) + fo(x) = o(g(x)), = — a.

(ii) Jestlize
fi(z) = o(g(z)), z—a a fa(z) = o(g(z)), = —a,

potom

fi(z)f2(x) = o(g(2)), = —a.
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(iii) Jestlize

=0 T T a a im gl(w)
f@) = olgu(a)), @ ti £ € 2,
potom
f(x) = o(g2(z)), = —a.
Diikaz.
0 L@+ @) @ L )
) 1(x 2(T) 1 i 2\T) _ _
BT gy iSg(n) TSk () OO0
(e A@RGE) . A - fl)
o J1@e@) . h@) o @) o
%I—I)I}JW_%—m 9(2) lim 9(z) 0-0=0
(iif) Je
tim 7 _ i T 9@ g,

O

Necht a,b € R*, f(y) = o(g9(y)), y = b, limyap(z) =b a
ezistuje 6 € R, > 0 takové, Ze

Vz € P(a,9) : ¢(x) # b.
Pak f(p(x)) = o(g(¢(2))), = — a.

Drikaz. Chceme spoditat

i FO@) _

P glola)) ~ Hg ° P =0
o fo

lim o(z) = b,

¢ splituje podminku (P) v bodé a.
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Poznamka 52. Véta 62 dava

(@) = Ta) _
ili)ltlz (;1; — a)n =0
f(@) = T{@@) = o((z —a)"), z—a
f(z) =T @) +o((z—a)"), z—a

Priklad. Pocitejme

. sinx—=x
lim ———.
z—0 z3
Je vsak
: 1 3 3
sing =z — 2z +o(z°), z—0.
Mame tedy
_z—tzito(@®)—z  —ia3+40(2?) 1
lim =lim 2>—— - =—-.
x—0 m3 x—0 x3 6

Poznamka 53. Plati

o 29@)

=0.
z—a g(:c)
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Kapitola 7

Ciselné rady

7.1 Zakladni pojmy
Definice 62. Necht {a,}22 ; je posloupnost.

(a) Pro m € N polozme s, = > ;- ; a,. Soucet Fady > > ay, je limita posloupnosti {sp,},
pokud tato limita existuje.

(b) Rekneme, e fada 3"° ; a,, konverguje (je konvergentni), je-li lim,, oo 8, Vlastni.
Rekneme, ze fada 32, a,, diverguje (je divergentni), jestliZe lim,, ;oo S, neexistuje
nebo je nevlastni. Pro jemnéjsi rozliSeni budeme nékdy fikat, ze fada > o ; a,, diverguje
k oo, respektive diverguje k —oo, jestlize lim s,, = oo, resp. lim s,,, = —o0.

(c) Cislo an,n € N je n-tym &lenem fady 322, a, a &islo s, m € N je jejim m-tym
¢asteénym souctem.

Nekonecéné rada

konverguje

ma soucet k oo,

o0
Z an diverguje
n=1

—

nems soucet.

Priklad.
(1) o2 ,(—1)" nem4 soucet (diverguje)
(2) 392, ¢" ! konverguje <= ¢ € (=1, 1), je totiZ

L, geRN{1}

sn=1+q+¢+---+¢" "=
n, q=1.
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(3) >0, n(n+1 =1, nebot

1 1 1
nn+1) n n+1
(1 1 1 1 1 1\ 1
Sm_<I_§)+(§_§)+ +(a‘m—+1)— m1

Necht tada ;2 | an, konverguje. Pak plati

lima, = 0.
Diikaz. Oznaéme x,, = Z?Zl a;. Pocitdme
lim a,, = lim(sy, — $p—1).
Protoze > o° ; a,, konverguje, pak lim, o s, = s € R. Odtud méme
lim a, = lim(s, — $p—1) = s —s=0.
O

Necht 322, an, je Tada.
Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) 32 an je konvergentni,

(i) plati virok

Ve e R,e>0dng e NVm,ne Nym>n > nyg:

m
Z ar| <€
k=n

Diikaz. Af je s, = Z?:1 a;.

<— Plati
Ve > 03ng € NVm,n € Nym >n > ng : 8y — Sp—1| < €. (9)

Ovéfime BC-podminku pro posloupnost {s,,}. Zvolme € > 0. Podle (9) nalezneme
k ¢ prislusné ng € N. Zvolme libovolné mi,n; € N,m; > ng,n; > ng. RozliSime

nasledujici moznosti:
(i) m1 > n1: |Sm, — Sny| < €, nebot m; > ny +1 > ny,
(if) m1 =mn1: |Smy — Sny| =0 < ¢,
(iif) m1 < n1: |Smy — Sny| =< |Sny — Smy |€, nebot ny > my + 1 > ny.

Mame tedy Ze {a,} spliiuje BC-podminku, tedy {sy} je konvergentni, a proto > > ; an
konverguje.

= Protoze ) a, konverguje, spliiuje {s,} BC-podminku, odkud plyne (ii). O
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Priklad. Rada Y02, 1 (harmonicks fada) je divergentni.

Vezméme
1 + 1 + + 1 S 1 1
S —_ 8y, = —— _— oo n - — = —
2n "Tn+1 n+2 n+mn 2n
nglgnﬁ

Protoze > ;2 % nespliiuje BC-podminku, a tedy diverguje (k nekone¢nu). Ziroven je to
protipriklad na opac¢nou implikaci ve vété 68.

Plati lim,,_, (Z;"’Zl % —log n) = v € R. Konstanté « fikame Eulerova-
Mascheroniho konstanta.

Necht tady > 021 an @ Y ey by maji
soucet.

(a) Necht o € R a vjraz oy ooy an, je definovdn. Potom md tada Y oo cay, soucet a plati
o0 o0
S atn=ay an.
n=1 n=1

(b) Necht je vgraz Y orq an + Y mey bn definovdn. Potom md tada Y e (an + by) soucet a
plati

Z(an +b,) = Zan + an.
n=1 n=1 n=1

Dukaz.

(a) Oznacme s, = > i=184,0n = 3.7 aaj. Plati 0, = asy. Plati lims, = s € R*. Podle

pfedpokladu je vyraz definovin, takze lim oy, = lim aisp, tedy >-52; aa; = a3°72, aj.

(b) Oznaéme s, = > i=105,0n = 371 bj. Pak je t, = 374 (sn + osp). Pak limt, =
lim (s, + 0,,) = s+ o, nebot tento vyraz je definovén. O

7.2 Rady s nezdpornymi ¢leny
Necht je > o2 1 ap, Tda s nezdpornymi éleny. Pak

md Y oo an soucet.

Diikaz. Ponévadz pro kazdé n € N plati a,, > 0, je posloupnost {s; };";1 neklesajici. Odtud
méame podle véty 21, Ze lim;_,, s; € R*. O

Necht 372 1 ap, je Tada s nezdpornymi cleny, > o> 1 by, je
Tada s kladngmi cleny a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati a, < b,.

(a) Je-li > 72 1 by, konvergentni, pak je iy oo, an konvergentni.

(b) Je-li >0 1 an, divergentni, pak je i Y oo by, divergentni.
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Diikaz.
(a) Méme
Sp=a1+ax+- -+ ap, tapgr1+---+ap, nN>ng
tn=bi+ba+---+byy+bpgt1+ -+ by.
Plati

Sp < Sno—1 +tn — tno—l =ty + Sno—1 — tno—l-

Déle plati lim s,, = s € R* alim¢,, =t € R* podle véty 71. Potom s < t+ 8,y—1 — tpy—1.
Podle predpokladu je t € R, takze celd prava strana je prvekm R, a tedy s € R, nebot
vSechny cleny jsou nezaporné.

(b) Plyne z (a) obménou, coz jsme jiz dokazali. O

Necht >°°° | an, je Tada s nezdpornymi cleny,

o0 1 b je Tada s kladngmi ¢leny a lim Z—: existuje. Oznacme A = lim ‘;—:.

(a) Necht A € (0,00). Pak > o2 an konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje > o2 ; by.
(b) Necht A =0. Pokud > o2, by, konverguje, pak konverguje iy oy an.

(c) Necht A = co. Pokud > °° 1 ayn, konverguje, pak konverguje © Y oo by,.

Dikaz.

(a) = Nalezneme ng € N takové, Ze

a
VneN,n>ng: — >

A
bn, ’

N =

tedy zZe
1
VneN,n>ng:ay, > §Abn.

Véta 72 dava, ze rada

= /1

> (540.)

n=1 2
konverguje. Déle podle véty 70(a) méme, Ze

o)
bn,
n=1

konverguje.

<= Nalezneme ng € N takové, zZe

VnZnO:Z—n<2A.

n
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Potom méame
Vn > ng: a, < 2Ab,.

Protoze ) b, konverguje, konverguje i }_ 2Ab,, podle véty 70. Odtud podle véty 72
dostavame, Ze konverguje i Y a,,.

(b) Nalezneme ng € N takové, Ze
Vn > ng: an < 1.
bn
Odtud méme

VYn >ng:an < by.

Protoze ) b, konverguje, konverguje podle véty 72 i Y a,.

(c) Obdobneé. O
Priklad.
(1) Yan =52 s

Zvolme b, = % 7 limitniho srovnavaciho kritéria dostaneme

2
. Gn o nf4ny/n
A o= tm =, = 1€ (0,00),
a tedy > a, diverguje, nebot > % diverguje.
Zvolme b, = m, pfiéemz > b, = 1. Pak mame
1
lim n(nt+1) _ 1 € (0,00),

n=—oo n2

takze Y a,, konverguje, nebot > b, konverguje.

Necht Y>> 1 an, je Tada s nezdporngms cleny.

(a) Jestlize plati
dg € (0,1) Ing e NVn e N,n > ng : a, <q,

pak je Y o> 4 an konvergentni.
(b) Jestlize limsup {/a, < 1, pak je Y 72, an konvergentni.
(c) Jestlize lim {/a, < 1, pak je Y 72, an konvergentni.
(d) Jestlize limsup {/a,, > 1, pak neni pravda, Ze lima, =0, a tedy > 2 a, je divergentni.

(e) Jestlize lim {/a, > 1, pak neni pravda, Ze lima, =0, a tedy > o>, ay, je divergentni.

Dikaz.
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(a) Plati
Vn>ny:0<a, < ¢"
b

Protoze je > b, konvergentni, podle véty 72 dostavame, Ze > a, je konvergentni.

(b) Nalezneme ¢ € (limsup {/an,, 1). Potom nalezneme ng € N takové, ze

sup { {/an,n > ng} < q.

Odsud plyne
VneN,n>ng: Ya, <q.

Z (a) plyne, Ze > a, konverguje.
(¢) limsupa, = lima,, a tedy mizeme pouzit (b).

(d) Nalezneme rostouci posloupnost pfirozenych &isel {ny},.; takovou, Ze

lim {/a,, =limsup {/a, > 1.
n—oo

k—o0

Nalezneme kg € N takové, ze

Vk > ko M>1

Zaroven tedy plati
Vk > ko :ap, > 1.

Neplati tedy, zZe lima,, = 0, a tedy neplati, Ze lim a,, = 0. Proto podle véty 68 > a,
diverguje.

(e) Je limsup Ya, = lim Ya, > 1. Dale pouzitim (d). O

Poznamka 56. Pokud lim sup {/a,, = 1, pak nelze z této informace odvodit ani konvergenci,
ani divergenci. Napriklad fada Z% diverguje, pricemz lim % = 1. Naopak rada ) 7715
konverguje, pficemz lim {/ # =1.

Necht 302 | an je Tada s kladngmi cleny.

(a) Jestlize plati

dg € (0,1) ElnoEN‘V’neN,nZno:anle <gq,

Gn,
pak je tada > .2 an konvergentni.

an+1

(b) Jestlize limsup =2t < 1, pak je Tada > oo, an konvergentni.
(c) Jestlize lim 221 < 1, pak je fada 3-0° 1 an konvergentni.

(d) Jestlize lim “2+% > 1, pak neplati lima, = 0, a tedy je Tada 377 an, divergentni.
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Diikaz. (a) Pro kazdé n € N,n > ng plati
an < Gnoq" ™.

PouZijeme matematickou indukci.
e n = ng: Plati.

e n~~n+1:Je

— 1)—
i1 < qan < qUngg™ ™ = apyqTI 0,

Protoze 3" a,,a™ ™ = 32 | a,,qg ™ 1¢" ! konverguje, konverguje i 3" a,, podle
véty 72.

(b) Nalezneme q € (lim sup o+l 1) a ng € N takova, ze

an

sup{aZH,n > no} <qe€(0,1).
n

Potom
An+1

Vn >ng: <gq

an
Z jiz dokazané Casti (a) pak vyplyvé, Ze > a, je konvergentni.
(c) Je limsup “2*t = lim “2*1 < 1, dale podle (b).

(d) Nalezneme ngy € N takové, ze

An41

Vn > ngp: >1,

an

neboli
Vn > ng: Gpt1 > On.

Odsud plyne, ze
Yn >mng:ap > ap, > 0.

Tedy neplati, Ze lima, = 0, a proto Y a, neni konvergentni podle véty 68. O

Necht {ay} je nerostouct posloupnost s nezdpornymi
cleny. Pak tada Y o2, an konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje tada Y oo 2™agn.

Dikaz. Oznac¢me

Sp,=ai1+as+...ay,

ty = a1+ 2a2 + - + 2Fage, ke Np.
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Pro n < 2% plati

sn < a1+ (a2 +as)+ (aa+as+ag+ar) +---+ (@ + -+ agrr1_g)
<a1+(az+az)+ (as+as+ag+ag)+ -+ (age + - + agr) (10)
= a1 +2a3 + -+ 2%ag = 4.

Pokud n > 2F, plati

sn2a1+a2+(a3+a4)+(a5+a6+a7+a8)+---+(a2k_1+1+a2k)

1
< 501+ ap + 204 + dag 4. 28 1g,, (11)

1 1
:5-(a1+2a2+4a4+8a8+---+2ka2k) =§~tk.

—> Mame, 7e lim s, = s € R, nebot 3 a,, konverguje. Pro kazdé n, k splitujici n > 2% plati
podle (11) t; < 2s, < 2s. Odsud mame, 7e limt; € R, nebot 3" 2¥a,: je konvergentni

<= Podle predpokladu limy_,o0 tx = t € R. Zvolme n € N. Potom pro kazdé k € N,n < 2F
plati (11), tedy s, < tx < t. Odtud plyne lim s, < t. Proto je > ay, konvergentni. [J

Necht o € R. Potom Tada

konverguje prdve tehdy, kdyz o > 1.

Diikaz. Rozlisime dva pripady.

(i) a > 1: PouZijeme vétu 76. Misto fady Y02, -~ vySetiujeme fadu

ICO

—

kters konverguje, nebot 2172<0 € (0,1); proto konverguje i ptivodn{ fada.

(ii) a < 1: Plati

VneN: > —>0.

S|

na
Rada Z% diverguje, a tedy mame podle srovnavaciho kritéria 72, Ze i fada ) 7%
diverguje. O
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7.3 Rady s obecnymi ¢leny

Necht {a,} je monoténni posloupnost splriujici lim a, = 0. Potom je

rada
o0
Z (=1)"a,
n=1
konvergentnd.

Diikaz. BUNO {a,} je nerostouci. Potom
lim a,, = inf {a,,n € N}.
Z predpokladu vime, ze lima, = 0, a tedy Vn € N : a,, > 0. Pak je
Sp=—a1+a2—az+as+---+ (—1)"an,.
Pro kazdé n € N plati

Son = (a1 + a2) + (—ag + a4) + - - + (—azn—1 + azn),
—— N—— —_——
<0 <0 <0

Son+2 = Son + (—a2n+41 + G2n+2) < Son.

<0
Dale plati
Sonp = —a1 + (a2 — a3) + (a4 — a5) + - - - + (agn—2 + ag2n—1) +a2n, > —ay,
<20 20 h <0 ’

odkud mame, Ze lim s9,, = s € R.

Pro kazdé n € N plati

S2n+1 = S2n — A2n+41-

Potom
lim s9y,+1 = lim(sg, — agn+1) =s—0=s.

Chceme dokéazat, Ze lim s, = s. Zvolme £ > 0. K nému nalezneme k1, ky € N takové, Ze
Vk € Nyk > Ky : |sor, — 8| < e.

Podobné
VkE e Nyk > ko |soky1 — 8| <e.

Polozme ng = max {2k, 2ke + 1}. Vezméme n > ng. Pokud je n sudé, je n = 2k a k > k;.
Pak plati
|sp, — s| = |s2r — 8| < e.
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Pokud je n liché, je n = 2k + 1, k > ko. Pak plati

|sn, — 8| = |s2k+1 — 8| < €.

Priklad. Rada Y52, (—1)"1 konverguje.

7.4 Absolutni konvergence rad

Definice 63. Rekneme, 7e fada ) oo ; a, je absolutné konvergentni, jestlize je fada
> o0 1 |an| konvergentni. Je-li fada > o2 ; a,, konvergentni, ale neni absolutné konvergentni,
fikdme, Ze je neabsolutné konvergentni.

Necht 302 | an, je absolutné

konvergentni rada. Pak je Tada > 2 an konvergentni a navic plati

00 00
Z ap < Z |an|-
n=1 n=1

Diikaz. PouZijeme vétu 69, tj. ovéfime BC-podminku pro fadu Y o2 ; an.

Zvolme € > 0. Protoze ) |a,| konverguje, plati
m
IngVm >n >nyp: Z laj|| < e.
j=n

Pro kazdé m,n € N,m > n > ng plati

m m
D0 <D oyl <e
j=n

j=n
diky trojihelnikové nerovnosti. Odtud mame podle véty 69, ze > a,, konverguje.

Oznaéme

Sp=a1+az+ -+ an,

on = la1] +|az| + - -+ + |an].
Potom lims, = s € R a limo,, = 0 € R a plati
Vn € N:s, <op,

odkud mame, Ze s < o. O
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Poznamka 57. Nékdy je mozné ukazat konvergenci fady >, an tako, Ze ukazeme kon-

vergenci fady Y o> ; |an|, coZ je fada s nezdpornymi ¢leny.

7.5 Prerovnani rad

Definice 64. Necht }°7° ; an, je fada. Je-li 7 : N — N bijekce, nazveme fadu ;2 ar(n)
prerovnanim fady ) .2 ap.

Necht tada Y o2, an absolutné kon-
verguje a ™ : N — N je bijekce. Pak prerovnand Tada Y ;7 ary) absolutné konverguje a
plati

o0 o0
D =) tn(n)-
n=1 n=1
Duiikaz.
(1) Pfedpoklddejme nejprve, Ze Y a, mé nezaporné Cleny. Pro kazdé n plati
[e.e]
Ar(1) T Or@2) + -+ Orm) S a1 +a2++...am < Zaj,
j=1

pokud m > max {7 (1), 7(2),...,m(n)}. Odtud plyne

o0 o0
Y ank < a5
k=1 j=1

ProtozZe je > a; konvergentni, je taky > ar(x) konvergentni. Ponévadz 3" a; je pferovné-
nim fady }_ ar (), dostdvdme podle pfedchoziho

o0 o0
D) = D aj,
k=1 j=1

a tedy

D ey =D a4
k=1 i=1

(2) Obecny p¥ipad. Pro a € R budeme znaéit a™ = max {a,0}. Obdobné a~ = max {—a, 0}.
Platta=a* —a7,0<a" < |a|] a konetné 0 < a~ < |a].

Méme-li } a, absolutné konvergentni fadu, je i }_ |a,| konvergentni. Dostdvame, Ze
Y- al a ) a; jsou konvergentni fady s nezdpornymi ¢leny. Podle bodu (1) mame

Zajr-(n) = Za?:’
Za’;(n) = Z“;'
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Déle je

Z Ar(n) = Z(ai(n) - “;(n)) = Z a:(n) - Z @ (n)

podle véty 70. Déle je

=>"af > a; =Y (af —ay) = an,

¢imz je dikaz u konce. O

Necht tada ;2 | an konverguje neabsolutné a s € R*. Pak existuje
prerovndni této rady se souctem s.

Diikaz. Hlavni myslenka dikazu. Oznacme
P={neN,a, >0},Q ={n € N,a, <0}.

Pak je N=PUQ a taky PN Q = 0. MnozZiny P a @ jsou nekone¢né (kdyby né&jaka z nich
byla kone¢nd, fada by byla absolutné konvergentni). Nalezneme posloupnosti pfirozenych
cisel {pn}oey a {gn}n., takové, Ze jsou prosté a P = {pp,n € N}, Q = {gn,n € N}. Diéle je
Yooy Gp, =00 a Y o2 ag, = —00, jinak by Fada nebyla neabsolutné konvergentni. Bereme
Cleny z P, dokud céastecny soucet neni vétsi nez s. Pak beru z @), dokud éastecny soucet
neni mensi nez s, a tak podobné. Plati lim a,, = 0, nebot }_ a, je konvergentni fada. Proto
¢astecné soucty konverguji k s. Pro s = co zaCneme s hranici 1, pak zaradime zaporny clen,
pak mame hranici 2, a tak podobné. O

7.6 Soucin rad

Definice 65. Cauchyovym soucinem fad > 02 ; ap a > oo_; by, rozumime fadu Y g2 ¢,
kde

k
k=Y ars1-ibi, keEN.
i=1

Necht tada Y02 1 an, absolutné konverguje a Tada > oo_; by, konverguje.
Pak plati

— 89 —



Ciselné fady

Dukaz. Oznac¢me

An—zaf’ia AZZa a=Z|an|7
=1 n=1 n=1
m 1)

Bm—zbz B:an9 B’n:Bn_B7
=1 n=1
Zn 7

Cn = y G = Zai+1—]b]
i=1 j=1

Je

Cr, = (a1b1) + (a1bg + agb1) + -+ - + (a1by + a2 + bp—1 + -+ + anb1)
—— —— ~ ~ v

c1 c2 Cn
=ay(by+bo+---+by)Fagby+by 4+ Fbp1)+ -+ anby
=a1(B+ Bn) +a2(B+ Bn-1) + -+ an(B+ b1)
=(a14+az+---+ay)B+ (a16n + a2Bn-1+ -+ anf1)

Tn

= A, B+ vp.
Chceme, Ze lim C,, = A - B. Staci ukazat, Ze lim~, = 0, nebot lim A, = A a
lim C, =lim(A,B+v,)=A-B+0=A-B.
Budeme dokazovat lim, o v, = 0. Vime, Ze
nll)n(}o Brn = 0. (12)

Zvolme € > 0. Diky (12) nalezneme N € N takové, Ze

Vn>N:|Bu| <e.
Potom pro kazdé n > N plati

Yo = (a1Bn + a2Bp—1 + - + ant1-NBN) + (@n+2-NBN-1 + -+ - + anp1).

Odhadneme |v,| jako

el < (laal - [Bnl +- - - + |ant1-n| - |BN]) + lant2-NBN-1 + - + anfi]
> pAs

<ae+ |an+2—NﬁN—1 +---+ anﬁ1|-
Ponévadz lim;_,, a; = 0, dostdvame, Ze

0 <limsup|y.| < a-e,
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a proto limsup |y,| = 0. Déle plati
0 < liminf |y,| < limsup |y,| =0,
a tedy liminf |y,| = 0 a taky lim~, = 0. O
Piiklad. Rada 1)

konverguje podle Leibnitzova kritéria, nebot f konverguje. Rada

R )
Ckzak+1 ibi = ZW G =(=1) Zm

diky AG nerovnosti mame

1 1 2

> =
— 3y = (10t ’
VkE+1—73)i ¢ 2’) Lo k+1

a tedy i
2

>—
=T

a proto Y ci diverguje, nebot neni splnéna nutnd podminka konvergence.

Necht 3~02 1 an a > oo_; by, jsou konvergentni tady, jejichz Cauchyiv soucin

7.7 Taylorovy rady elementarnich funkci

konverguje. Pak plati

Definice 66. Necht f je funkce, a € R a f((a) € R pro kazdé n € N. Potom Ffadu

=1

> /9@ - ay

nazyvame Taylorovou radou o stfedu a. Ve specidlnim piipadé ¢ = 0 mluvime o
Maclaurinové iFadé.
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Nékteré zakladni vzorce.

Vz € R:exp(z) = Z lxk

Ve € (-1,1] : log(l + ) = i (_1)k_1:pk

k=1 k
0o k—1
VreR:sinz = Z &wzk_l
= (2k — 1)!
VreR:cosz = i (_1)kx2k
= (2k)!
Ve e (-1,1): (1+2)*= Z <z>xk
k=0

Exponencialni funkce. PouZijeme Lagrangeuv tvar zbytku (véta 64). Mame funkce
f(z) = exp(z) v bodé a = 0. UvaZujme z # a. Pro kazdé n € N nalezneme podle véty 64

bod &, mezi 0 a z spliujici

1

_ Tf,a — _ = r(ntl) n—i—l.
Potom
_Tf70 < n+1 |z|
£@) = TE@) < gyl e
jde pro n — oo k nule. Tedy
f "1 =1
— 1 ,0 — 1 Py ol
f@) = Jim, T0) = Jim 3, 57 =12 577
7=0 7=0

Odtud plyne pro x = 1:

| =

o0
e=) =
§=0

<

Logaritmicka funkce. Opét pouZijeme Lagrangeovu vétu. Mdme f(z) = log(1 + z),
z € (0,1]. Pro kazdé n € N nalezneme podle véty 64 &, € (0, z) spliujici

10) - T F0 (g 1o

1=l
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Je
) 1
fla) = 1+z
1 1
A (s
" — (_ _ 1
£"(@) = (DD 3o
(") (z) = (—1)(— = 1)) (1) (= 1)
F&) = (D=2 (~n = D) 57 = (D" 0 = Do
Prepiseme tedy pivodni vyraz
1 . 1 . 1
= m(—l) n'WCIJ + < ’I’L—-i-l,
a tedy
Jim TL°(@) = f(z).
Déle at je z € (—1,0). Podle véty 65 nalezneme &, € (z,0) spliujici
£0) = Tf@)| = |51 ) o~ )"
|1 n 1 nl (=& \" =
~[a v e -ere = () el

ale

n—2 < —z, nebot
1+&

én—x < —z—2x6
bn(l+1x) =&, + 2 <0.

Pavodni vyraz je tedy roven

_(sn—x)" 2l Je™t

C\1+&) -z~ 1—|z|
coz pro n — oo konverguje k nule.

Odtud plyne pro = = 1:
= (1)
log2 = Z —_— .

n=1 n
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Funkce sinus. Maéame f(z) = sinz. Vezméme z € R, z # 0. Pro kazdé n € N nalezneme

. N
&n, mezi 0 a x splnujict

1@ =T @) = oy /)
Pak mame
|f(z) = TO(z)| < mM"H,

coz pro n — oo jde k nule.

7.8 Posloupnosti a fady s komplexnimi ¢leny

Definice 67. Necht {a,} je posloupnost komplexnich &isel a z € C. Rekneme, posloupnost
komplexnich ¢isel konverguje k z € C, jestlize plati

Ve eR,e>03ng e NVne N,n > ny : |a, — 2| < e.
Piseme lima,, = z.
Poznamka 58.

(1) {an} konverguje k z pravé tehdy, kdyz lim,_,o |an, — 2| = 0.
(2) Limita posloupnosti {a,} je urena jednozna¢né. Kdyby {an} konvergovala k z; a 2, je
|21 — 22| < |21 — an| + |an — 22|,
—_——  —\—
—0 —0
odkud méame z; = z5.
(3) Plati véta o aritmetice limit.

(4) lima, =z <= (limRea, = Rez AlimIma, = Im 2).
Definice 68. Necht {a,} je posloupnost komplexnich é&isel. Pro m € N polozme
Sm=a1+ax+- -+ am.

Cislo s,, nazveme m-tdm &asteénym soudtem fady 3 °° ; a,,. Prvek a,, budeme nazjvat n-
tym ¢lenem fady Y, > ; an. Sou¢tem nekonecné fady >, - an nazveme limitu posloupnosti
{sm}, pokud tato limita existuje (jako prvek C). Soulet fady budeme znacit symbolem
3% | an. Rekneme, 7e fada konverguje, je-li jeji soucet komplexni &islo. V opaéném piipadé

fekneme, Ze fada diverguje.

Definice 69. Rekneme, 7e fada 3.°°; a, je absolutné konvergentni, jestlize je fada

> o0 ;1 |an| konvergentni.

Je-li
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Tada kompleznich cisel Y > 1 an, absolutné konvergentni, pak je konvergentni.

Definice 70. Komplexni exponencialni funkci rozumime funkci exp : C — C definova-

nou predpisem
o0

1
exp(z) = Z azn, z € C.

n=0
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Kapitola 8

Primitivni funkce

8.1 Zakladni vlastnosti

Definice 71. Necht I je otevieny interval a f : I — R. Rekneme, Ze funkce F : I — R
je primitivni funkci k funkci f na I, jestlize pro kazdé = € I existuje F'(z) a plati

F'(z) = f(=).

(1) Existuji funkce, které nemaji funkci primitivni, nap¥. sgn na R.
(2) Je-li funkce F' primitivni k funkci f na I, potom F je spojita na I.

(3) Hledani primitivni funkce ozna¢ujeme jako integraci. Primitivni funkci nékdy fikdme
neurcity integral.

(4) Je-li F primitivni k f na I, potom F + ¢, kde ¢ € R, je také primitivni k f na I.

Necht I je otevreny interval, f,F,G:I — R
jsou funkce, pricemZ F a G jsou primitivni funkce k f na I. Pak existuje c € R takové, Ze
F=G+ec

Diikaz. PoloZzme
H(z) = F(z) — G(=), zel.

Potom pro kazdé x € I plati

H'(z) = F'(z) - G'(z) = f(z) — f(z) = 0.

Odtud méme, Ze H(x) je konstantni na I. O
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Oznaceni. MnoZinu vSech primitivnich funkef k funkci f oznacujeme symbolem

/f(:r:) dz.

Pro popis této mnoziny budeme pouzivat znaceni

/f(a:) dz £ F(z), ascl.

Jednotlivé &asti symbolu [ f(z)dz jsou znak integrdlu [, integrand f(z) a symbol dz
oznacujici proménnou, vzhledem k niZ integrujeme.

Tabulkové integraly.

/ac"dnlcéLJr1 z€R pron€Z, n>0;z € (—00,0) nebo (0,00) pron € Z,n < —1
/:co‘da:z z € (0,00) proa€R\Z

/idxélogm, z € (—00,0) nebo z € (0, 00)

/ewdméez, zeR

/sinmdwé—cosa:, reR

C .
/cos:cdw =sinz, xz €R

1 C
- - z
/cos2xdaC tgz, z€(—7m/2+km,m/2+kn), k€

-1
/,2 dr = cotgz, € (km,m+kn), kEZ
sin?

1 c
/— dz = arcsinz, z € (—1,1)
Vi
1
/ V1 —z2

1
/1+w2dméarctga:, z€R

dz = arccosz, = € (—1,1)

1
/_1+:1:2 dz = arccotgz, z€R

Necht f je spojitd funkce na otevieném neprdzdném
intervalu I. Pak f md na I primitivni funkci.

Necht a € R\ {0} a funkce f a g maji
na otevreném intervalu I primitivni funkce. Pak maji funkce af a f + g primitivni funkce

na I a plati
JG+a=[1+[a  [ar=a]r
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Dukaz. Obé rovnosti dokdZeme zvlast.
e Prvni rovnost
C Ozname H € [(f +g), Zvolme F €€ f,G € [ g. Pak je

H=H-F-G)+F+G, a
H-F-G)+F =f+g-f—-g+f=1f

V)

Ozname H € [ f+ [g. Je
H=F +Gj, Fle/f, Gle/g
H =F+G=f+y,

atedy( H—F—-G)+Fe[faGe [g.
e Druhé rovnost

C Vezméme H € [af. Pak je H = alH, atedy

1 /
() = gor=1.
o o
aproto LH e [ f.
D Vezméme F' € ff Pak je
(aF) =af € /af.

O]

Necht funkce f a g maji na otevieném intervalu I po Tadé
primitivnd funkce F' o G a f je spojitd na I. Pak plati

/fG=FG—/Fg na I.

Dukaz. DokéZeme dvé inkluze.

C Funkce f i G jsou spojité na I. Proto je i fG spojita a podle véty 87 ma primitivn{
funkci, oznaéme ji L, je tedy L € [ fG. Je

L=FG-FG+L=FG-(FG-L).
Chceme ovéfit, ze (FG — L) € [ Fg. Potidme

(FG-L) =FG+FG —L = fG+Fg— fG = Fyg,
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coz jsme chtéli dokazat.

D Jiz vime, Ze Fg m4 primitivni funkci na I. Vezméme si U € [ Fg. Chceme dokézat,
ze FG-U € [ fG. Je

(FG-U) =FG+FG -U' = fG+Fg—Fg= fG,
coz jsme chtéli dokazat. O

Priklad.
(1) Najdéte [logzdz.

Funkei prepiSeme jako [1-logzdz. Pak je
1 c
1-logxzdx =xlogx — [ x- ;dm =zlogz— [ 1dz ==zlogz —z, =z € (0,00).

(2) Najdéte [ m dz pro néjaké n € N.
Oznaéme I, = [ m dz. Pak je
1 1 1
" /‘fl’ (a7 " W oy _/7?(_”)(1 Tyt

—_— — ~~
G G g

N SPY B SR,
I R B R T

T 1+ 22 1
= 49 Y g
Qa2 T2 ( T / 1+ 22y d”‘")
T 1 1
BT T (/ ety / (1422 dx)

X
= m + 2'n,In - 2nIn+1

e v z 7
a po vyjadfeni mame

x 2n—1

T = T

n+1 (1+$2)"+ om n

I—/ 1 dz = arctgz, z € RI = :c +1arcta: rz eR
1= 1+$2 - gz, 2 _2(1+$2) 2 gz,

(3) Najdéte [zsinzdz.
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Je
e’ sinzdzr = e® sinz— | e” coszdz
~ N —— N~
;G F G F g
=e” —sinz — (em cosx — /ez(— sin x) dm)
= e”(sinx — cosz) — /ex sin z dz,
a tedy

1
/exsinmdwé iem(sina:—cosa:), z € R.

Necht f md na otevieném intervalu I primitivni
funkci. Potom f zobrazuje kaZdy interval J C I opét na interval.

Diikaz. Necht J C I je interval. Chceme ukdzat, ze f(J) je interval. Vezméme y1,y2 €
f(J), 11 < y2 a z € (y1,y2). Nalezneme 1,25 € J takové, Ze f(z1) = y1, f(z2) = yo.
Predpoklddejme, Ze z; < 2. Druhy pfipad by se feSil analogicky. Ozna¢me F funkci
primitivni k f na I. Polozme

H(z) = F(x) — 2z, z el

Funkce H je spojitd na I, a tedy i na [z1,z2]. Existuje * € [z1,x2], kde H nabyvd minima
na [z1, z2]. Plati
H'(z) = F'(z) — 2z = f(z) — 2, zel,

tedy

H'(z1) = f(z1) —2 =91 -2 <0, (13)
H'(z2) = f(z2) —2=y2— 2> 0. (14)

Z (13) plyne, ze existuje d; > 0 takové, Ze

Vz € (z1,71 + 61) : H(z1) > H(x).
Z (14) plyne, ze existuje d2 > 0 takové, Ze

Vz € (x2 — 2,22) : H(z) < H(z2).

Odtud plyne, zZe z* € (x1,z2). Proto je * bodem lokalniho minima H, a tedy H'(z*) = 0.
Proto je f(z*) = z, coz jsme chtéli dokazat. O

Necht a,b,a,8 € R*, a < b, a < B, F je primitivni
funkce k f na (a,b), ¢ : (o, ) = (a,b) a pro kaZdé t € (o, B) existuje vlastni '(t). Potom
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plati
/f@@ﬂﬂﬂ&éFwwx te (@ f).

Dukaz. Plati

(F(e®) = F'(p() - ¢'(t) = flp®) - ¢'(t),  t€ (e, B).
]
Necht a,b,a, € R*, a<b, a < 8, ¢: (a,B8) = (a,b),

pro kaZdé t € (o, B) ezistuje ' (t) vlastni a nenulovd a ¢((a, B)) = (a,b). Necht f je funkce
definovand na intervalu (a,b) a plati

/}wmydmméGm, te (a,h).

Pak plati
/ f@)dz £ G\ (@), @€ (ab).

Diikaz. Podle véty 89 je ¢’ na (a, 8) kladnd nebo je ¢’ na («, ) zdpornd. Pfedpoklddejme
prvni moZznost, druhé se dokéZe analogicky. Potom je ¢ rostouci na (a, ), a je tedy prosté.
Potom ¢~ : (a,b) — (a, B) je dobfe definovéna. Poéitejme

(Gov™) =6 (¢7'@) - (v7'@))
=1 (o7 @) ' (¢7'@) - ¢ (v'@)
T

Piiklad. Méjme funkci

1 -2

F'(z) = 2zsin — +2%cos — - —.

(z) = 2zsin 2 +z° cos 2
—0

Derivace F(x) neni spojita v nule.

Poznamka 60. viz prezentaci
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Integrace racionalnich funkci

Definice 72. Racionalni funkci rozumime redlnou funkci, ktera je podilem dvou polynom1,
pricemz jmenovatel neni identicky roven nule.

Integrace parcialnich zlomki. RozliSujeme parcidlni zlomky vice typi.

(a) Parcidlni zlomky prvniho typu jsou zlomky tvaru

/(:B_La)ndl', GGR,AER,HEN.

Integrujeme je nasledovné:

x—a)” 1

/ A d £ Alog|x — a|, x € (—o0,a) nebo z € (a,00) n=1,
_ P 4z s
( =" W,we( 00,a) nebo = € (a,00) n > 1.

(b) Parcidlni zlomky druhého typu jsou zlomky tvaru

/ Bz +C d
(22 + az + B)4 ©

kde B,C,0,8 € R,q € N a o® — 48 < 0 (tedy polynom ve jmenovateli nem4 redlné
kofeny). Pak je:

3 e 05) [ e

v

-~

I
Jednotlivé funkce zintegrujeme nasledovné:

I {log(z +azr+pB),z€R, ¢g=1,
1=

1
EW,IL‘GR, q>1

1
IQ‘/ ((x+%)2+/3—%2)qdw

1 1

CE

a tento pripad prevedeme substituci na integraci

1
/ (t2+1)2 dt

dz,
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az na néjakou konstantu. Zvolme

z+ g
p(z) = =
6]
7
Pak je
1
¢'(z) = =
P—%
a muZeme prepsat
1 a? 1 1
/ 2 gdz = B_Z/ 2 q 3 a2d$’
T+ z+5 —
\ B g
a tedy pocitame integral
1) =
Z2)= ——
(22 + 1)7’

coZ uZ umime.

Necht P(x) = anx™ + - - - + a12 + ap je polynom stupné n s
redlnymi koeficienty. Pak existuji redlnd cisla x1,...,Tk, a1,...,01, B1,...,0; a prirozend
¢isla p1,...,0k, q1,...,q takovd, Ze

e plati

P(z) = an(z — 21)P* -+ (z — 2)P* (2® + oqz + B1) " -+ (2% + auz + B,

o Zddné dva z polynomi x — x1,...,x — Tk, x> + anx + Bu,..., 22 + qyx + B nemaji
spolecny koren,
o polynomy x2 + a1z + P, ..., 2% + qux + B nemaji Zddny rediny koten.
Necht P, @ jsou polynomy s redlngmi koeficienty,
takové, Ze st P < st QQ a mecht

a1 @
Q) = an(zx — )P ... (z — 2}F) (x2 + o1z + ,81) e (m2 + oqx + Bl)
je rozklad polynomu Q z véty 92. Pak existuji jednoznacné urcend cisla

1 1 k k 1 1 1 ~1 l l I Al
Al AL AR Ak B},Cl...,BLCL,...,B.,C., B, C,
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takovd, Ze plati

P(J,‘): A% +A—11’1 ...+A—11€_|_...+A—1’§k
Qz) (z—m=) (z —z1)P (z — =) (z — z)Pr
Bie+Cl . Bar+Gy
(2 + a1z + B1) (z! + a1z + B1)n
+...
Bix + C{ Bfua: + C,l}l

+ “ e +
(@2 + aqz + By) (22 + oz + By

Postup p¥i integraci racionalni lomené funkce. Uloha: Spo&iteje | R(z) dz, kde

0
Q@)

PQ(.'L')
" Q)

R(z) = Py(z)

pfiCemz P(z), Pi1(x), P2(z), Q(z) jsou polynomy, st P2(z) < st Q(z). Déle rozlozime }3((;) na

parcidlni zlomky a kone¢né zintegrujeme polynom P;(z) a jednotlivé parcidlni zlomky.

Priklad. Spotéte [ it da.

Podle véty 93 existuji A, B,C € R takova, Ze

z2+1 A n Bx+C
(x+1)(22+z+1) z+1 z2+2+1’

z e R~ {-1}.
Tuto rovnost prepiSeme na
2 +1=A@?’+2+1)+ (Bx+C)(z +1), z e R~ {-1}.

Protoze se tyto dvé funkce shoduji na prstencovém okoli bodu —1 a jsou spojité, plati druhd
rovnost dokonce na R. Upravime

2 +1=(A+B)2x*+(A+B+C)z+A+C, z€eR.

Metodou porovnani koeficient dostaneme

z?:1=A+B,
z':0=A+B+C,
2:1=A+C.

Lze postupovat jednoduseji, tfeba pro £ = 1 dostaneme A = 2. Pak B = —-1a C = —1.
Méme tedy

/ 2 +1 dz = de—/x——i_ldx
(z+1)(@2+z+1) ) z+1 2?4+z+1
4 I
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Spocteme
I = 2log |z + 1|, x € (—00,—1) nebo z € (—1, c0),
z+1 1 2z +1 1 1
L=[-""" dqp=_ |- qe4: [~ 4
2 /a:2+:c+1 v 2/x2+x+1 x+2/w2+w+1 o
Iy JA
je tedy

I; = log(2? + z + 1), z € R,

1 4 1
1 3 2c+1
(z+3) +3 (22£) +1
4 /3 2z +1
ég-garctg m\/—g , z €R.
Piavodnf integral je tedy roven
2 +1 c 1 1 2z + 1
dz = 2log |z + 1| — = log(z® + z 4+ 1) — — arctg ———,
/(m+1)(m2+az+1) gl | 2 g ) V3 & V3

kde z € (—oo0,—1) nebo z € (—1,00).

Definice 73. Polynomem dvou proménnych rozumime funkci
n
[u, v] — Z aju'r?,
1,j=0

kde n € NU {0}, a;; € R pro ¢,j € {0,...,n}. Raciondlni funkci dvou proménnych
rozumime podil polynomt dvou proménnych, kde polynom ve jmenovateli neni identicky
roven nule.

Definice 74. Rekneme, 7e R je lich4 v prvni proménné, pokud pro kazdé (z,y) € D(R)
plati (—z,y) € D(R) a R(—z,y) = —R(x,y). Analogicky definujeme lichost ve druhé
proménné. Funkce R je sudd, pokud pro kazdé (—z,—y) € D(R) plati (—z,—y) € D(R) a
R(z,y) = R(-z,—y).

Goniometrické substituce. Necht R je racionalni funkce dvou proménnych a I otevieny
neprazdny interval. Uvazujme integral tvaru

/R(sint,cos t) dt, tel,

pricemz integrand je definovan na intervalu I. Pro prevedeni dlohy na integraci racionalni
funkce lze uzit nasledujicich substituci.

(a) Je-li R lich4 ve druhé proménné, lze uzit substituci sint = z.

(b) Je-li R lichd v prvni proménné, lze uZit substituci cost = x.
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(¢) Je-li R sud4, lze uzit susbstituci tgt = z.
(d) Vzdy lze pouzit tg(t/2) = .
Priklad. Spoététe [ ﬁ dt = [g(t)dt.

Méme R(a,b) = H—laf Tato funkce je sudd, pouzijeme tedy substituci tgt = z. Bude tedy

T
t) =tgt t - = k.
o) =tgt, te(-3.7)+kbr
Pak je
1 T T
'(t) = —= t - = k.
?(t) cos?t’ e( 2’2>+ m
Chceme tgt = x. Dostaneme
.2
sin t=x2
cos?t
sin?t = 22 cos® ¢

sin?t = z%(1 — sin?¢)

sin’t = a:_2
1422’
24
cos“t = 1122
Prepiseme
1 9 1
g(t)dt = | ————cos”t ——dt,
1+sin®t cos?t
~——
»(?)
pak je
1
1 3
f(I) = 1 +-’1’z2 )
+ 1+z2
a tedy

1 1 c 1
/f(.r)da:=/1+—2x2dz=/m=Earctg(\/§w),

pavodni integral je tedy roven

1 c 1 T T
————dt = —arct 2tgt t -, = k Z.
/1+sin2t \/ﬁa'rcg(\/_g )’ E( 2a2)+ ™, T E

Protoze je primitivni funkce spojita, ale tato funkce ma body nespojitosti, musime jednotlivé
hodnoty ,,posunout“ tak, aby limita zleva se rovnala limité zprava v bodech nespojitosti.
Nakonec musime ovérit, ze derivace v bodech nespojitosti opravdu vyjde spravné.
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Neékolik dalsich substituci. At R je racionalni funkce dvou proménnych.

« [R (t, a w) dt, kde g € N, a,b, ¢, f, € R, af # be Polozime

ct+f
Jat+b
T = .
ct+ f

« [R (t, VatZ + bt + c) dt, kde a, b, c € R,a # 0. Rozlisime nésledujici moznosti:

(1) Polynom at? + bt + ¢ m4 dvojnasobny kofen o. Pak miizeme psat
at® + bt + ¢ = a(t — a)?,

a tedy

Vat? + bt + c=+/alt — al, a>0.

(2) Polynom at? + bt + ¢ m4 dva riizné reslné kofeny a1, az, oy < az. Potom miiZeme

t_
\/at2+bt+c=|t—a1|-,/ai—of‘2), a> 0.
— a1

(3) Polynom at? + bt + ¢ nem4 realné kofeny. Potom a > 0, a tedy i ¢ > 0, aby viibec

psat

tloha méla dobry smysl. V tom pfipadé mizeme pouzit tzv. Eulerovy substituce:

Vat? + bt +c = +/at + =,
Vat? + bt + c = —/at + =z,
Vat? + bt +c=tx ++/c.

Tyto substituce vedou na integraci racionalni funkce.

Piiklad. Spodtéte [ —+~

dt
t24/t24+1

Budeme zvlast uvaZzovat intervaly (—o0,0), (0, 00). Za sbustituci zvolime vt?2 +1 =t + z.

Pak je
QD(t) = Vt2+1_t>

p:R—=R a
1 2t t2

=_. _1= _
2 J2r1 2 +1

¢'(t) 1.
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Méame tedy
t2 +t =2 + 2tz + 22
t = 2tz + 2°
‘= 1— 22
o2z
-2z -2z — (1 —22)-2 -2 — 222
dt = 122 dx = 122 dzx.
MiuZeme tedy psat

1 -2 — 222
/ (1—x2 .

FlEe)

—4x
= / (=221 ta)2

‘/((1:190-)2* : )2)d””

1+z
e 1 1

_ 2
l—-z 14z

z2 -1’
kde z € (—o0,—1), z € (—=1,1) nebo z € (1,00). Celkem tedy

1 c 1
dt :
/ 1242 +1 (mt)Q _1

kde t € (—00,0), t € (0,00).

8.2 Riemanniv integral

Definice 75. Kone¢nou posloupnost {z;}7_; nazjvime délenim intervalu [a, ], jestliZe
a=r90<x1 < - <xTp =>b.
Body =z, ..., z, nazyvame délicimi body. Normou déleni D = {:z;j};.’:() rozumime éislo
v(D) = max{z; —z;—1;j € {1,...,n}}

Rekneme, e déleni D’ intervalu [a, b] je zjemnénim déleni D intervalu [a, b], jestlize kazdy
délici bod D je i délicim bodem D’.

Definice 76. Necht f je omezend funkce definovand na intervalu [a,b] a D = {z;}]_, je
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déleni [a, b]. Oznacme

S(f,D) = ZM (zj —xj—1), kde M; =sup{f(z);z € [zj-1,z;]},

S(f,D) = Zm](a:] zj—1), kdem; =inf{f(z);z € [xj_1,z;]},

)
/ f(z)dz = inf {g(f, D); D je délenim intervalu |[a, b]} ,

b
/ f(z)dz =sup {S(f, D); D je délenim intervalu [a, b|} .

Definice 77.

o Rekneme, 7e omezena funkce f na intervalu [a,b], a < b, m4 Riemanniv integral
od a do b, pokud [’f(z)dz = [’ f(z)dz. Hodnota integrélu f od a do b je rovna

této spoleéné hodnoté. Znadime ji |’ b f(z)dz.

e Pokud a > b, deﬁnujeme f f(z)dz = — [ f(z)dz. V pFipad§, Ze a = b, definujeme
fa f(z)dz =

Definice 78. Necht a,b € R. Mnozinou vSech funkci, které maji Riemanniv integral od a
do b, zna¢ime R([a, b]).

Poznamka 61.
(1) Plati [) 1de = 1.
(2) Funkce [} D(x)dz, kde

D(z) =

0, zeR\Q,
1, z€Q

je Dirichletova funkce, neni riemannovsky integrovatelna. Vezméme S(D, P), kde P je
déleni intervalu [0, 1]. Pak je

S(D,P) = ZM Tj—xj_1) =1,

S(D,P) = Zm](a:] zj—1) =0.

ZD(:B) dz =1, /LID(:C) dz =0,

a tedy D(z) neni riemannovsky integrovateln4.

Méame tedy, ze
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Necht f je omezend funkce na intervalu [a,b)].

(a) Necht D,D’ jsou déleni [a,b] a D' zjemriuje D. Pak plati

S(f,D) < 8(f,D') < S(f,D') < S(f, D).

(b) Necht Dy, Dy jsou déleni intervalu [a,b]. Pak plati

§(f’ Dl) S g(f, Dz).

(c) Plati o
L?mmmsLV@mm

Dukaz.

(a) At je D = {z;},_,. BUNO D’ obsahuje délici body D a navic pravé jeden bod z €
(zj—1,25), j € {1,...,n}. Mizeme psét

S(f,D)= Y my(z — k1) +mj(z; — zj-1),

k=1,k#j
n
S(f,D) = Z mg(Tk — Tk—1) + m; (z —xj-1) + m;" (z; — 2).
k=1,k#£j ~~ ~~

>m; >my;

Tim jsme dokézali prvni nerovnost. Druhd nerovnost je trividlni a tfeti nerovnost
dokaZeme analogicky.

(b) Necht déleni D zjemiiuje D; i Dy. Podle &asti (a) plati

(¢) Zvolme déleni D; intervalu [a,b]. Potom pro kazdé déleni Do plati
§(fa Dl) < g(f7 D?)

Odtud méame, Ze

§(f, Dl) < /bf = inf {g(f, Dz); D2 déleni [a, b]} .

Jinymi slovy,

b
§mDﬂS/f

- 110 -



Primitivni funkce

pro kazdé déleni D;. Je

b
/ f = sup{S(f, D1); D1 je délentm [a, 8]},

[r<[t

odkud méame

O]

Disledek 5 (Odhad horniho a dolniho Riemannova integralu). Necht f je omezend na
[a,b], D1 a Dy jsou déleni intervalu [a, b]. Potom

b b .
mb-a) <S(,D) < [ f@)de < [ f(o)do < (7, D2) < M(b-a),
kde m = inf{f(z); = € [a,b]} a M =sup{f(z); = € [a, b]}.
Diikaz. Zvolme déleni D sestavajici z bodu a a b. Potom plati
b b . .
mb-a) =S(,D) < S, D) < [ 1< [ £<5(4,D2) <5(4,D) = M(b-a).
L]

Necht f je omezend na [a,b]. Pak pro kazdé e > 0
existuje 0 > 0 takové, Ze pro kaZdé déleni D intervalu [a,b] spliiujici v(D) < § plati

£ f@)de > S(4,D) > K f(a)dz e,

b - b
/f(x)deS(faD)S/f(m)dx—i-s.

Diikaz. Nalezneme K > 0 takové, Ze pro kazdé z € [a,b] plati |f(z)| < K. Nyni zvolme
€ > 0. Nalezneme déleni Dy = {z,}_, intervalu [a, b] takové, Ze

b
S(f, Do) < / f+

N M

Nalezneme § > 0 spliujici:
(1) 6 <min{z; —zj_1;5 € {1,...,n}},

(2) 6 < g55-
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Zvolme déleni D na intervalu [a, b] spliiujici v(D) < §. Chceme ukézat

Zf < S(f,D) < ff+6-

Déleni P bude obsahovat pravé ty body déleni Dy a D. Ozna¢me % (resp. &) jako intervaly
prislusné déleni D (resp. déleni P). Pocitdme

S(f,D) — Z supf délka(I) — Z sup f - délka(J).
1€ jeP
Déle oznaéme Z = {xg,x1,...,Z,}. Pak je

S(f,D)—S8(f,P)= > supf-délka(I)— > supf-délka(J)
rep 1 Jep I
INZ#0 JNZ#0

§2n-2K-5=4Kn5<§.

Dokazali jsme:

b . b
/fSS(f,P)SS(f,Do)S/f+

N ™

a taky

5 — —
/ng(f,D)S?(f,P)+g</f+§+%=/f+s,

a

Analogicky i pro [ : f. O
Diisledek 6 (Riemanniv integradl a posloupnost déleni). Necht a,b € R, a < b, a f je

omezend funkce na [a,b]. Necht {D,}%, je posloupnost déleni intervalu [a,b] spliujici
limv(D,) = 0. Pak

[#e@ae= im 56,0y o [ 1@ds= m 50,0

Diikaz. Zvolme € > 0. Podle véty 94 nalezneme § > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D,
v(D) < § plati

/abfsﬁ(f,D)<ff+e.

Vn > ng : v(Dy) < 0.

Nalezneme ng € N takové, ze

Potom o o
b b
VnZnO:/fsg(f,Dn)</f+s,
a tedy
lim 5(f, D,) = /f
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P¥iklad. Spoététe [ 22 dz.

1
Polozme D,, = {%} 02 oznaéme f(z) = z°.
]:

n -\ 2 n
- J 1 1 o 1 nn+1)2n+1) puel
U =3 (5) == e g
j=1 j=1
Proto je L
1
1
z?dz = -.
0 3
Obdobné
Di—-1\2 1 1 &, o 1 (n=1n@n—1) pue 1
(o)=Y (1) 1= 536 - 1= o 6 =3
j=1 j=1
a tedy
1
1
z?dz = =,
Jo_ 3
a tedy i

Necht a,b € R, a < b, a f je omezend
funkce na [a,b]. Pak jsou ndsledujici vijroky ekvivalentni:

(1) f € R([a,b]),

(ii) pro kaZdé € > 0 existuje déleni D intervalu [a,b] takové, Ze

S(f,D)— 5(f,D) <e.

Diikaz.
=> Z f € R([a,b]) plati

/Lbf=ff-

Zvolme € > 0. Nalezneme déleni D; intervalu [a, b] spliiujici

[ r<sumn< [ 145

Déle nalezneme déleni Dy intervalu [a, b] spliiujici

[1-5suo0< s
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Zvolme déleni D jako zjemnéni D; a Ds. Potom plati
- - b € b €
S(.D) - S D) < B D -8 Do) < [ 5= ([ 1-5) ==
a a

<= Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme podle (ii) déleni D intervalu [a, b] spliiujici
g(f)‘D) _ﬁ(faD) <e.

Podle lemmatu 5(c) je

Odtud méme f:f = fff O
Definice 79. Rekneme, 7e funkce f je stejnomérné spojita na intervalu I, jestlize plati

Ve>036>0Vz,yel:(lz—yl<d = |f(z)— fly)| <e).

Poznamka 62 (Spojitost versus stejnomérné spojitost).
(1) Funkce f je spojitd na intervalu I pokud
Ve e IVe >0V >0Vyel:(Jz—y|l<d = |f(z)— f(y)| <e).
Funkce f je stejnomérné spojita na intervalu I, pokud
Ve>035>0VzelIVyel:(z—yl<d = |f(z)— fly)|<e).
Odsud mame, Ze
f je stejnomérné spojitdi = f je spojita.
Opacné implikace obecné neplati.

(2) Vezméme I = (0,1), f(z) = 1,z € I. Funkce f je na I spojits. Bodem z,, zna¢ime bod
1

=
Chceme ukézat, Ze f neni stejnomérné spojitd na I. Polozme ¢ = 1. Necht § > 0.
Nalezneme n € N takové, Ze =, € (0,9) N I. Potom 1 NI a |z, — Tpy1| < 0. Pak je

1 1
f@nt1) — fl@n)=—F—-—7=n+l-n=1,
ntl n

a tedy
|f(@nt1) — fzn)| = 1.

Proto f neni stejnomérné spojita.
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Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce na

[a,b]. Potom f je stejnomérné spojitd na [a,b|.
Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze
Je>0V0 >0z elqyel:(lz—yl<d = |f(z)— f(y)| <e). (15)
Necht € > 0 spliiuje (15). Odsud pro kazdé n € N nalezneme dvojici x,, y, € I spliujici
1
|77 — yn| < n A f(zn) — f(zn)| > &
Podle Weierstrassovy véty 22 nalezneme konvergentni podposloupnost {zn, }7- ; posloupnosti
{zn}o2; spliiujici
. _
kli)n;o Tn, =T .
Plati z* € I a déle pro kazdé k € N méme

0< |2 — Yne| < 2" = T, | + |20, — Y,

=0 =0
Odsud méme, Ze limy_,o Yn, = =*. Funkce f je spojitd v * vzhledem k I, tj.
B>0vyel:|z-—y <5 = |f(x*)—f(y)|<§. (16)
Necht § > 0 spliiuje (16). K nému nalezneme k € N takové, Ze
|Zp, — | < O A |yn, — x| < 0.
Potom plati
€

£ < |f(@n) = Fm)| < [F(@n,) = F@)| + @) = Flum)| < 5+ 2 =,

odkud mame spor. O

Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd
funkce na [a,b]. Potom f € R([a,b]).

Diikaz. Zvolme € > 0. Podle véty 96 existuje 6 > 0 takové, ze
any € [a,b]a |$_y| < = |f($) _f(y)l <Ee.
Nalezneme déleni D intervalu [a, b] takové, Ze D = {;};_, a v(D) < §. Oznaéme

m; = inf f, M; = sup f.

[#i—1,2i] [zi—1,%i]
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Z (1) a (2) plyne m; < M; < m; + €. Pocitejme

n

§( ) S(f’ )_Z i~ Ti— 1)_Zmz z_wzl

i=1

:Z(Mi_ i) (x; — 21 SZS —z;—1) =¢e(b—a).
i=1 _V_‘< i=1
[
Pravé jsme dokézali (ii) ve vété 95, a tedy f € R([a,b]). O

Nechta,be R, a<b, a [ je
monoténni funkce na [a,b]. Potom f € R([a,b]).

Diikaz. BUNO f je neklesajici. Pro kazdé € [a,b] plati f(a) < f(z) < f(b). Funkee f je
tedy omezené. Nalezneme K > 0 takové, Ze

Vz € [a,8] : |f(z)] < K.

Zvolme € > 0. K nému nalezneme dostatecéné velké n € N. Polozme

b—a

Tj=a+ 9, 7=0,...,n,

D = {z;};_, . Poctitejme

n

g(.ﬂD):Z sup f — Tj— 1 Zf(

j:l [zj-1,2;]

D)= 3 infey il ) = j;‘lf(xj_u e
Je tedy
8(/,D) - 8(/,D) = JZ:(f(wg) ~ faj) - 2O
= j (f(z5) — f(2j-1))
) - @) <,
pokud n > L(b — a)(£(b) — f(a)). Odtud vyplyvé podle véty 95, Ze f € R([a, b]). O

Necht a,be R, a < b, f,g € R([a,b]) a a € R.
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Pak f + g € R([a,b]), af € R([a,b]) a plati

/ (@) + g(e)) do = / ’ fla)do + / ’gla) e,
/abaf(a:) dz = a/abf(a:) dz.

Diikaz. Protoze jsou funkce f, g omezené, je i f + g omezend. Necht I C [a,b] je neprazdny
interval. Potom plati

sup(f +g) < sup f +supg.
I I I

(Je totiz pro z € I: f(z) + g(x) < sup; f + sup; g.) Podobné pro infimum plati
. . <i .
u}ff-}-u}fg < 11}f(f+g)

Pro libovolné déleni D intervalu [a, b] plati

S(f,D)+S(g, D) < 8(f +9,D) < S(f +4g,D) < 8(f,D) + S(g, D).

(e .o]

Nalezneme posloupnost déleni {D"},° ; intervalu [a, b] spliiujici lim, . (D™) = 0. Potom

plati podle disledku 6

b
iy 57,07 = lim (0" = [,

b
i, 5(6,07) = i 506,07 = [

a

Pro kazdé n € N plati

S(f,D") + 8(g,D™) < S(f +9,D") < S(f +¢,D") < §(f,D") + S(g, D),

[P f+[0g [ f+[g

a tedy podle véty o dvou straznicich mame
_ b b
. ny _ 1; ny _
lim S(f +g,D") = lim S(f +g,D") = /a f+/a g-

Podle disledku 6 dostavame, ze f + g € R([a,b]) a plati

/ab(f+g)=/abf+/abg-

Pro « a neprézdny interval I C [a, b] plati

asup_,f, pro a > 0,
ainfr f, pro a <0.

sup(af) = {
I
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Obdobné pro infimum
ainf; f, proa >0,

irIlf(af) = {

asupy f, pro a <O0.

Potom plati

lim,, o aS(f, D"), pro a > 0,} /b
=« f?

lim S(af, D") =
n—roo limy, 00 @S(f,D™) pro a < 0.

podobné
li S(f,D"), >0, b
lm S(af, D") = im0 a:(f ), pro a > . / f
n—roo lim, 00 @S(f,D™) pro a < 0. a
odkud podle disledku 6 dostévame, ze f € R([a,b]) a ff of =« f: f. O

Necht a,b € R, a < b, f,g € R([a,b]) a
f(z) < g(x) pro kazdé x € [a,b]. Pak plati

/abf(ac)dx < /abg(a:) dz.

Diikaz. Necht {D"} je jako v pfedchozim dikazu. Potom plati pro kazdé n € N
S(f,D") < S(g,D™).
—_——  ——
=/ : f =/ : g

(Je totiz sup; f < supyg a f(z) < g(x) < sup; g(z).) Podle véty o limité a usporadani tedy
dostévéme fab f< f; g. O

Necht a,b,c e R, a < c < b, a f je funkce
definovand na [a,b]. Pak plati f € R([a,b]) prdvé tehdy, kdyZ f € R([a,c]) a f € R([c,b]).
Je-li f € R([a,b]), pak

/abf(x)da: _ /acf(a:)d:c—l-/cbf(a:)dx.

Drikaz. Nalezneme posloupnost déleni {D}}>°  intervalu [a, ¢] splifujici limy_, v(D}) = 0.
Déle nalezneme posloupnost déleni {D2} " intervalu [c,b] spliiujici limy, oo v(DZ) = 0.
Déleni D,, je déleni intervalu [a, b], které obsahuje pravé délici body D} a D2. Pfedpoklddejme,
ze f € R([a,c]) a f € R([¢,b]). Chceme ukézat, ze f € R([a,b]). Plati

. a 1\ _ 1 1y _ ¢
Jl)nolos(faDn)_nanoloﬁ(faDn)_/; f
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podle disledku 6. Obdobné

lim S(f,D2) = lim S(f, D )—/ ;.

Pak plati
c b
Jim 5(7,D) = lim (54, D) +5(.DD) = [ £= [ 1
ab cb
Jim S(7,D0) = lim (S(£,D}) + S, DI = [ £+ [ .

Proto je podle dusledku 6 f € R([a,b]) a f:f = [°f+ ff f. Tim je proveden dikaz
implikace zprava doleva. Zbyva dokazat, ze

f€R([a,b]) = [ € R([a,d]).

Plati

< 8(f,Dy) - 8(f,Dy) < 5(f,Dy,) — 8(f, Dy) + S(f, D7) — 8(f, D7)

<0

~Js f =2 f
Protoze je

lim S(f,Dy) /f, Jim S(f,D )—/f

a limy, o (S(f, DL) — S(f, D})) = 0, mame odtud

[=]+
a tedy f € R([a,c]). Analogicky je f € R(][c,b]). O

Poznamka 63. Necht a, b, c € R. Potom plati

/abf+/bcf+/caf=0,

pokud alespon dva z integrala jsou definované.

Nechta,be R, a<b, a f € R([a,b]).
Pak |f| € R([a,b]) a plati

< [r@las

x)dx

Diikaz. Z f € R([a,b]) mame, Ze f je na [a,b] omezen4.
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@ Necht I C [a,b| je neprdzdny interval. Potom plati
sup |l —inf|f] < sup f —inf f.
Zvolme € > 0. Nalezneme x,y € I takova, ze
@)l >suplfl—e,  |f(y)] <inflf]+e.
Potom plati

sup |f| —inf |f] < (If(@)] + &) = (If W) — &) = [f(@)] = [F ()] + 2
<|f(@) = fW)[ + 2 < sup f —inf £ + 2,
¢imz je pozorovani dokazano.
Necht D je déleni intervalu [a, b]. Potom plati
0 < S(If,D) - 8(fI, D) < 8(f,D) - 5(,D),

takze f je riemannovsky integrovatelnd diky vété 95. Zbyva dokazat nerovnost.

Pro kazdé z € [a, b] plati
flx) < [f(=@)].
Odtud podle véty 100 méme

[ rwas< [i)ae

—/abfvigg/ab(—f)S/abl—f|=/ab|f|-
/abf s/abm-

Déle plati

Proto je

O]

Necht J C R je nedegenerovang interval a f je
funkce definovand na J spliujici f € R([a,b]) pro kazdé a,b € J. Necht c € J. Definujeme
funkci F na J predpisem

F(z) = / fod, zed
Potom plati:
(a) F je spojitd na J,

(b) jestlize xo je vnitinim bodem intervalu J a f je spojitd v zo, pak F'(zo) = f(zo).
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Diikaz.

(a) Necht g € J a neni pravym koncovym bodem J. Dokdzeme, Ze
:cgg(l)—i— F(z) = F(zo).

Nalezneme § > 0 takové, Ze zo + § € J. Plati, Ze f € R([zo, zo + J]). Proto 1ze nalézt
K > 0 takové, ze
Vt € [xo,x0 + 6] : |f(t)| < K.

/c " fydt — / D dt‘

/w:f(t)dt 5/w:|f(t)|dt§/w:Kdt=K(x—zo)

= wggcl)+ |F(z) — F(zo)| =0 = wggng F(z) = F(xo).

Pro z € [zo, zo + d] plati

|F(z) = F(z0)| =

Limita zleva se dokazuje analogicky.

(b) Zvolme € > 0. K nému nalezneme § > 0 takové, Ze [zg — 0,29 + ] C J a
Vt € (zog — 6,20 +9) : |f(t) — f(z0)| < e.

Chceme dokéazat, ze

i, ST = sl
Pro z € P(zo,d) dostaneme
e B
0 T — 10
o
= If_—xo — f(xo)
T AECL R CONEERY

= oo | fwa= [ faoar

e | CCRE DL,
1

S—
|z — zo|

|z —xzo| e =e.

Dusledek 7 (Newtonova—Leibnizova formule).

(a) Necht a,b € R*, a < b, a f je spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom f mé na (a,b)
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primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce na [a,b] a F' je primitivni funkce k f na
(a,b). Potom existuji vlastni limity lim,_, 4 F(z) a lim,_,;_ F(x) a plati

LEﬂﬂdh:;%LF@)—gghF@)

Dikaz.

(a) f je spojité na intervalu (a,b). Pokud «, 8 € (a,b),a < B, potom f € R([a,b]) podle
véty 97. Zvolme ¢ € (a,b). Potom podle véty 103(b) plati F'(z) = f(z) pro kazdé
z € (a,b), kde F(z) =€% f. F je tedy primitivni funkci k f na (a,b).

(b) Definujme pomocnou funkei
f(a'), te (a - ]-aa),

f&)=9f®), telab],
f(b), te(bb+1).

Funkce f je spojité na intervalu (a —1,b+1). Polozme

G(z) =/$f(t)dt, z€(a—1,b+1).

Podle véty 103(b) dostavame, Ze pro kazdé x € (a — 1,b+ 1) plati G/(z) = f(z). Odtud
plyne, Ze G|, ) je primitivni funkce k f. Existuje tedy c € R takové, Ze G = F + ¢ na
(a,b). G je spojitd na (a — 1,b+ 1). Plati tedy

lim G(z) = G(a), lim G(z) = G(b).

r—a+ z—b—
Potom
z1_1>r6111+ F(z) = ml_1)1£1+(G(a:) —c¢)=G(a)—ceR.
Podobné
lim F(z) = lim (G(z) —c) = G(b) —ceR.
z—b— z—b—
Pak je

b
/ f=G() =Gb) -Gla
a N——

=0

= ( lim F(z) +c) — ( lim F(x) +c)

r—b— T—a+

= lim F(z)— lim F(z).

r—b— r—a+

-122 -



Primitivni funkce

Necht
a,beR, a<b, afeR(a,b]). Jestlize g je funkce definovand alespori na [a,b], kterd se na
intervalu [a,b] lis7 od f v konecéném poctu bodi, pak g € R([a,b]) a

/abg(:c) dz = /abf(x) dz.

Necht a,b € R, a < b, a f je
funkce definovand na intervalu [a,b]. Pak jsou ndsledujici viroky ekvivalentni.

(i) Funkce f je Riemannouvsky integrovatelnd na intervalu [a,b].

(it) Ezistuje I € R takové, Ze pro kaZdé e > 0 existuje 6 > 0 spliugici: je-li D = {x;}}_,
délent intervalu [a,b] takové, Ze v(D) < § a t; € [xi—1,2:], i =1,...,n, pak

St @i — i) — | < &
=1

8.3 Newtontv integral

Definice 80. Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na intervalu (a,b). Rekneme,
7e funkce f mé na intervalu (a,b) Newtontv integral, pfipadné Ze Newtoniv integrél z

funkce f na intervalu (a,b) existuje, jestlize
e f mé na (a,b) primitivni funkci F,
o existujf limity limg_,q4 F'(z) a lim,_,p— F(z) (nikoli nutné vlastni),
e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.
Definice 81. Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a,b) nazyvime prvek
mnoziny R* urCeny vyrazem
lim F(z)— lim F(z).
x—b— z—a+

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem f: f(z)dz. Pokud a > b, polozime

/abf(z)dxz —/baf(w)d:c.

Jestlize f: f(z)dz € R, pak fikdme, Ze Newtoniv integril z funkce f na intervalu (a,b)
konverguje, v opacném pripadé fikdme, ze diverguje.

Oznaceni. Jestlize je potfeba rozlisit mezi Newtonovym a Riemannovym integrilem z
funkce f na intervalu s krajnimi body a a b, kde a,b € R, a < b, budeme pouZivat oznaceni

(MLU@M a:(MA?wm.
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Necht a,b € R*, a < b, a @« € R Newtoniv
integrdl funkci f,g existuje na (a,b). Pak

b

/ (@) + 9(a)) da = / ’ fla)do + | st@ .

pokud je vjraz napravo definovdn. Ddle plati

b b
/ af(z)dz = a/ f(z)dz,
a a
pokud je viraz napravo definovdn.

Diikaz. Oznalme F primitivni funkci k f na (a,b) a G funkci primitivni k g na (a,b). Pak
je funkce F' + G primitivni k funkci f + g na (a,b). Protoze je ([F 16 + [G]z) € R*, mame
podle véty o aritmetice limit 29, Ze

[F1° + G5 = [F + G]° € R*.

Obdobné m&jme primitivni funkci oF k funkci o.f na intervalu (a, b). Protoze je a-[F]% € R*,
dostavéme, ze [aF]% € R* a [aF]} = o[F]}. O

Necht a,b € R*, a < b, a Newtonuv integrdl
funkci f, g existuje na (a,b). Necht plati f(x) < g(x) pro kaZdé z € (a,b). Pak

[ 1w s [ gy

Diikaz. Oznalme funkce F, G jako ve vété 106. Pak pro kazdé x € (a,b) plati
(G- F)(z) = g(z) — f(z) 20,
tedy G — F' je neklesajici na (a,b). Proto mame
Jim (G(z) — G(z)) € RU{~co},  lim (G(z) ~ F(z)) € RU{oo}.

Je tedy ,

| a-n=-ie-rix0
Déle rozdélime na dva pripady.
(1) f: f = —oo. Nerovnost fab f< f; g trividlng plati.

(2) f;’f>—oo. Poéitejme
/bg=/b((g—f)+f)=/b(g—f)+/bf2/bf,
. . L b
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pfiéem? vime, Ze vyraz | ; CESIES) : f je definovan. O

Necht a,b,c e R*, a < c<b.

(a) Jestlize existuje Newtoniv integrdl funkce f na intervalu (a,b), potom existuji integrdly
funkce f na intervalech (a,c) a (c,b) a plati

/abf(ac)dmz/acf(a:)dx+/cbf(a:)dx. (17)

(b) Jestlize existuji Newtonovy integrdly funkce f na intervalech (a,c) a (c,b) a f je spojitd
v ¢, pak plati (17), pokud md pravd strana smysl.

Dukaz.

(a) Necht F' je primitivni funkce k f na (a,b). Funkce F' je spojitd v bodé ¢, nebot
F'(¢) = f(c) € R. Potom

lim F(z) = F(c) € R, lim F(z) = F(c) € R.

r—c+ r—c—

Dale je
C
c 3 i = — i
f=1[F= mhrgl_ F(x) x1H<IzlJr F(z) = F(c) zhrtrllJr F(x),

eRrR

a
ER*

kde posledni ¢len je v R*, nebot [F]% € R*. Podobné i fcb F(z) € R*. Potom
c b b
/ f +/ — F(¢)— lim F(z)+ lim F(z)— F(c) = / £(@).
a c r—a+ z—b— a

(b) Oznaéme F' primitivni funkci k f na (a,c) a G primitivni funkci k f na (c,b). Funkce f
je spojita v ¢, takze existuji K > 0, 6 > 0 takova, ze

Vz € B(c,0) : |f(z)| < K.
Pro kazdé z € (¢ — 6, c) plati
—K(m—c+5)=/:—K§/:f=F(a:)—F(c—5)S/m5K=K(m—c+6).
Méme tedy
—K(x—c+6)+F(c—906) <F(z) <K(x—c+9)+ F(c—9),

a proto lim;,.— F'(z) € R diky témto nerovnostem a diky tomu, Ze vime, Ze limita
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existuje. Podobné plati lim,_,.+ G(x) € R. Definujme funkci H : (a,b) — R pfedpisem

F(), z € (a,0),
H("I") = § limg F(CL‘), L =¢
G(z) — limg et G(z) + limg—ye— F(z), z € (c,b).

Pak je H'(xz) = f(z) pro z € (a,c)U(c,b). Funkce H je spojitd v bodé ¢ a lim,_,. H'(z) =
lim,. f(z) = f(c). Proto plati H'(c) = f(c). Potom plati

b
[H]S + [H] = [H]? = / .
Il

Necht a,b € R*, a < b, a f md
Newtoniiv integrdl na intervalu (a,b) a f je spojitd na (a,b). Pak ff |f(z)|dz ezxistuje a

/abf(x)dac

Diikaz. Oznaéme F primitivni funkci k | f| na (a, b) (ta existuje, nebot | f| je spojitd). Protoze
je |fl > 0a F' = |f|, dostavame, Ze F je neklesajici, a tedy [F]° je definovdna podle véty o
limité monoténni funkce 35. Navic plati [F]2 > 0. Podle véty 107 plati

—/abeIV1=06/ab—|f|S/abe/ablfl

Dostavame tedy |fabf| < f;|f| O

< [r@ias

Necht a,b € R*, a < b, f a g jsou funkce
definované na (a,b). Necht F je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni
funkce k funkci g na (a,b). Potom plati

[ ro=wat- [ 16,

jestlize md pravd strana smysl.
Diikaz. Oznalme H primitivni funkci k funkci fG na (a,b). Pocitejme
(FG-H) = fG+ Fg— fG = Fyg, na(a, b).

Pak je
b
| Po=1rG-m:
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a [FG)% — [H]® € R* podle piedpokladu. Podle véty o aritmetice limit médme
[FG — H], = [FG; — [H];.
O

Necht a,b,a,8 € R*, a < b, a < 3, f je
funkce definovand na (a,b) a ¢ je funkce definovand na (o, B). Necht ¢ md vlastni nenulovou
derivaci na (o, B) a plati p((a, B)) = (a,b). Potom

b B
[ t@yas= [ o) 1@l at
jestlize md alespon jedna strana smysl.

Diikaz. Funkce ¢ mé Darbouxovu vlastnost, a proto neméni znaménko na (a, 8). Odtud
plyne, Ze @ je ryze monoténni. Nejprve predpokladejme, Ze ¢ je klesajici. Pfedpokladejme
dale, ze [ : f existuje. Ozna¢me F' primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b). Potom
—F o je primitivni k funkci — fop-¢' = fop|¢'|. Platilim;—,q+ ¢(t) = balim,_,5_ p(t) = a
Déle je

lim ( —Foy(t)) =— lim F(z)

t—=a z—b—

podle véty o limité slozené funkce s podminkou (P). Obdobné

tEIél_(—F op(t)) = — lim F(x).

T—a+

Nakonec dostavame
B
/ fle@®)le’ t)ldt—/a Fle@®)(—¢'(t)) dt = [-F(p(t))]5

T—a+

= — lim F(a:)+11m F(zx) = [F]Z:/bf'

Nym predpoklidejme, ze [° f B )| (t)| dt existuje. Necht G je primitivni funkce k funkeci

fop-l¢|=—fop-¢. Potom —G o ¢~ ! je primitivn{ k funkci f na (a,b) podle véty 91.
Potom plat{ lim; .oy 0 ' (z) = B a lim,_s— o () = a. Déle je lim; oy —G(p ™ (z)) =
—limy— - G(t) a lim,_yp— —G(¢~(z)) = — limy_,4+ G(t). Koneén& mame

b
| @) do = -G oyl = - lim G() + lim Gt / P8l (1)
Ptipad ¢ rostouci dokdZeme analogicky. O

Necht a € R*, §g > 0, a funkce F'
je definovdna alespori na P(a,dy). Potom ezistuje vlastni limg_,q F(x) prdvé tehdy, kdyz je
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splnéna ndsledujici (tzv. Bolzanova—Cauchyova) podminka:

Ve > 03§ > 0Vz,y € P(a,d) : |F(z) — F(y)| <e.

Diikaz. = Ozna¢me A = lim,_,, F(z). Zvolme € > 0. Nalezneme § < 0 takové, ze

Vz € P(a,d): |F(z) — Al < %e.

Potom pro kazdé z,y € P(a,d) plati

|F(@) ~ F@y)] < |[F(X) ~ Al +]4 ~ F(y)| < ge + pe =«

<= Necht {z,} je posloupnost prvki P(a,do) spliiujici lim z,, = A. Ovéfime, Ze {F(zn)}
spliuje BC-podminku. Zvolme € > 0. K nému nalezneme podle pfedpokladu § > 0
takové, Ze
Vz,y € P(a,d) : |F(z) — F(y)| <e.

Nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati zn € P(a,d). Potom pro kazdé
n, m > ng plati
|F(zy) — F(zm)| < €.

Podle véty 26 existuje vlastni limita lim, o F'(2,). Oznaéme ji A.

Zvolme posloupnost {y,} prvka P(a,dp) spliujici lim y, = a. Zvolme £ > 0. K nému
nalezneme 6 > 0 takové, Ze

Vz,y € P(a,d) : |F(z) — F(y)| < e.

Nalezneme n* takové, Ze pro kazdé n > n* plati z,, € P(a,9), yn € P(a,0) a |F(z) —
A| < e. Potom pro kazdé n > n* plati

|F(y) — Al < |F(yn) — F(@n)| +|F(2n) — A] < 2.

S

-~

<e <le
Potom podle Heineovy véty 34 dostdvame lim,_,, F(x) = A. O
Poznamka 64. Analogické tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

Necht a,b € R, a < b, a f je omezend
spojitd funkce na (a,b). Potom f € N(a,b).

Diikaz. Podle véty 86 m4 funkce f na (a,b) funkci primitivni. Oznaéme ji F. UkdZeme, Ze
lim,_,,+ F(z) existuje vlastni. Nalezneme K > 0 takové, Ze

Vz € (a,b) : |f(z)| < K.
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(f je omezend na (a,b)). Ovéfime BC-podminku pro F' v a zprava. Zvolme ¢ > 0. Nalezneme
6 > 0 takové, ze KJ < €. Potom pro kazdé x,y spliujici a < z < y < a + § plati

/xyf‘S/:|f|§/:K=K(y—x)<K5<a.

(F je spojita na (a,b), a tedy i na [z,y]). Odtud podle véty 112 plyne lim, .4 F(z) € R.

|F(y) — F(z)| =

Ptipad lim,_,;,— F(z) € R ovéfime analogicky. Celkem tedy dostdvame, %e f € N(a,b). [

Necht a,b € R, a < b, a f md
Riemanniv integrdl na [a,b] a Newtoniv integrdl na (a,b). Potom

(R)/abf=(N)/abf-

Nechta € R, b € R* aa < b. Necht funkce f,g : [a,b) = R
splriugi 0 < f(z) < g(x) pro kaZdé x € [a,b). Necht ddle je f spojitd na [a,b) a plati
g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Diikaz. Zvolme c € [a,b). Oznaéme F, G primitivni funkce k funkcim f, g na intervalu [a,b).
MiuzZeme predpokladat, Zze F(c) = G(c). Funkce G — F m4 na intervalu (a, b) nezdpornou
derivaci a je zde spojitd. Potom méme, Ze G — F' je neklesajici. Potom pro kazdé x € [c, b)
plati G(z) > F(z). Potom plati

lim F(z) < lim G(z) .

r—b— r—b—

— —
F'=f>0 = F je neklesajici €R(geN(a,b))

Proto je lim, ,;— F'(z) € R. F je spojita v ¢, a proto lim,_,.; F(z) € R. Celkem tedy mame,
ze f € N(c,b). ProtoZe je f omezend a spojitd na [a,c], médme, Ze F' € N(a,c) podle véty
113. Potom podle véty 108 dostdvdme f € N (a,b). O

Necht a € R, b € R*, a < b, f,g jsou spojité
nezdporné funkce na [a,b). Jestlize limg_,p— % € (0,00), pak f € N(a,b) prdvé tehdy, kdyZ
g € N(a,b).

Diikaz. = Podle definice limity nalezneme zo € (a,b) takové, ze pro kazdé = € [zo,b)

plati

@>%c, kde ¢ = lim @

g(z) s—b- g(z)
Potom mame, Ze f(z) > g(z) > 0. Odtud podle véty 115 méme
1
59 € N (zo,b).

Proto je g € N(zo,b) a g € N(a, o). Potom je podle véty 113 f € N(a,b).
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<= Analogicky. O

Poznamka 65. Oznaéme lim,_,5_ % = ¢. Piipad c € (0, 00) ofetiuje véta. Pifpad ¢ =0
ndm d4va jen fab g konverguje =— fab f konverguje. P¥ipad ¢ = oo naopak dava f; f

konverguje —> fabg konverguje.

Necht a,b € R, a < b, f je spojitd funkce na [a,b] a
g : [a,b] = R je nerostouci, nezdpornd a spojitd funkce. Potom

T b T
g(a) inf / f< | fg<g(a) sup / f.

z€[ab] Jq a z€a,b] Ja
Specidlné plati

< g(a) sup
z€|a,b]

/abfg /f

Diikaz. Oznaéme F(z) = [ f f. Zvolme € > 0. K nému nalezneme § > 0 takové, Ze pro kazdé

z,y € [a,b], |z — y| < § plati

|f(@)g(z) — fFW)9W)l <e,  |f(z) - fy)l<e.

(f a g jsou spojité na [a, b], a tedy stejnomérné spojité.) Zvolme déleni D = {z; }?:1 intervalu
[a, b] splijici v(D) < 6. Potom mame

F(zj-1)(z; —zj1) < /w: f ez —zj),
protoe f(zj_1 < f(t) +¢, t € [zj_1,1;]. Déle je
/g:il fg < f(zj-1)f(zj-1) (2 — xj-1) + e(zj — 25-1),
nebot f(z;_1)g(z;-1) < F(D)g(t) + &, t € [zj_1,;]. Mme tedy
/:1 fg < g(zj-1) (/:1 f+e(z;— wj—l)) + ez — zj-1)
=g(zj-1) /:j f+9(zj1)e(z; — zj1) + e(zj — zj-1)

gg(xj_l)/_j F4 @+ Dela;—a5m),  F=1r...om.
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Ozna¢me * = e(g(a) + 1)(b — a). Pak
b n
| #wgte)ae = > / et
zn:gmzl/ f(®) dt—l—Z z; —xi—1)(g(a) + 1)

n

=3 g(ai 1/ f(£)dt +£(g(a) + 1)(b — a)

=1
n
= g(@i1)(F(z:) — F(zi-1))
i=1
n—1
=) F(x) (9(zi-1) — 9(2:)) + g(zn—-1) F(zn) — g(z0) F (o) +&*
i—1 ~ s N—— —_————
>0 >0 = F(a)=0
n—1
< ) supF - (g9(zi—1 — g(2:)) +sup F - g(zn—1) +
i=1 [a,b] [a,b]
n—1
=sup F - (Z(g(fci—l) —g(zi)) + g(%—l)) +¢€*
[a,b] i=1
=sup F - g(zg) +€*.
[ap] S~
g9(a)
Tim je nerovnost dokdzéna. Nerovnost pro infimum se dokdZe obdobné. O

Necht a,b € R, a < b, f je spojitd funkce na
[a,b], g je nezdpornd funkce na [a,b], g € N(a,b) a fg € N(a,b). Potom ezistuje c € |a, b]

takové, Ze
b b
/ fa=f(c) / g

Diikaz. Ozna¢me m minimum f na [a,b] a M maximum f na [a,b]. Pro kazdé z € [a,b]

plati
my(z) < g(z)f(z) < Mg().

m/abgﬁ/abfgSM/abg- (18)

(1) f: g=0.Je f; g = [G]% = 0, G neklesajici. Kdyby existoval bod zg € [a,b] takovy, Ze
g(z0) > 0, pak G'(z9) > 0. Pak [G]% > 0, coz je spor. Odtud plyne, 7e g = 0 na (a, b).
Pak je i f: fg =0 a za bod c volime libovolny bod z (a, b).

Potom plati

Rozlisime dvé moznosti.

(2) f:g > 0. Pak podle (18) plati




Primitivni funkce

Ponévadz f([a,b]) = [m, M], existuje ¢ € [a, b] spliiujici

Ja g
IRg’

flo) =

a tedy po vynasobeni dostaneme

/abfg=f(0) /abg,

coz jsme chtéli dokazat. O

Necht a,b € R, a < b, f je spojitd funkce na
[a,b], g je monoténni a spojitd funkce na [a,b]. Potom ezistuje c € [a,b] takové, Ze

Lbfg=g(a)/acf+g(b)/cbf- @)
y)=g(a)/ayf+g(b)/ybf, velad)

Y b
W= (o@-9®) [ F+9®) [ £ yelod.

Funkce 1 je spojitd na intervalu [a, b]. Nalezneme y; € [a,b] bod maxima funkce 1. Podle

Dukaz. PoloZzme

Plati

lemmatu 6 plati

b
/ (9(t) — g(B))£(2) dt < (g(a) — 9(8)) sup / ;.

z€[a,b|

Budeme predpokladat, Ze g je nerostouci. Plati tedy, Ze funkce ¢t — g(t) — g(b) je nerostouci

a nezdpornd na [a, b]. Potom plati

/abfgs(g(a) m?i}’b/ f +9(0) / f = ().

Obdobné nalezneme y; — bod minima v na [a,b] a odvodime

b
Y(y2) < / fg.

Odtud plyne, Ze existuje ¢ € [a, b] takové, Ze ¥ (c) = f fg.

Pokud je g neklesajici, pak staci prejit k funkci —g. Bod ¢, ktery nalezneme pro —g, bude
Lfungovat“ i pro g. O
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8.4 Aplikace urcitého integralu

Definice 82. Krivkou budeme rozumét zobrazeni
p= (801,---’(pn) : [aab] — Rna

kde n € N, a,b € R, a < b, a pro kazdé ¢ € {1,...,n} je ¢; spojitd funkce na [a, b].
K#ivkou t#idy C' rozumime kiivku ¢ = (1,. .., @,) takovou, Ze pro kazdé i € {1,...,n}
je ¢, spojita funkce na [a, b], pfifemz v krajnich bodech [a, b] symbol ¢ (z) znadi pfislusnou
jednostrannou derivaci.
Definice 83. Necht ¢ : [a,b] = R je kiivka. Délkou kiivky ¢ rozumime hodnotu

L(p) =sup{L(p,D); D je déleni intervalu [a,b]},

kde pro déleni D = {z; };?:0 intervalu [a, b] definujeme

k
L(p, D) = vzdalenost(p(x;-1), ¢(;)).
j=1

Necht ¢ = (p1,...,¢n) : [a,b] = R" je kfivka tridy C*. Pak plati

b
L) = [ @+ + ()

Necht f je nezdpornd nerostouct spojitd funkce na [ng, 00),
kde ny € N. Necht pro posloupnost {an} plati an, = f(n),n > ng. Pak > o>, a, konverguje
prdvé tehdy, kdyz f::: f(z) dz konverguje.
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Kapitola 9

Metrické prostory I

9.1 Zakladni vlastnosti

Definice 84. Metrickym prostorem rozumime dvojici (P, g), kde P je mnoZina, g :
P x P — [0,00) je funkce spliiujici:

(a) Vz,y € P: o(x,y) =0 <= z =1y,

(b) Vz,y € P: o(z,y) = o(y,z),

(¢) Vz,y,2 € P: o(z,2) < o(z,y) + oy, 2)-
Funkci ¢ nazyvime metrika na P.
Priklad.

(1) (", 0.), ke

0e(®,y) = 2e(@15- - Ty (Y1, ¥n)) = 4| D_(@i — 1)

je euklidovskd metrika (nékdy taky lo-metrika).
(2) (R'n, Ql)a kde
o1(z,y) = Z |lz; — il
i=1
je li-metrika (newyorskd metrika).

(3) (R™, 000), kde
Qoo(x7y) = ma’X{lxi - y'L|7Z € {17 . an}}

je maximova metrika (loo-metrika).
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(4) (‘€([a,b]), osup ) je prostor spojitych funkei na [a, b], kde

qup(fag) = sup|f _gl = sup{|f(x) —g(w)|,:c € [a’ b]}

ab
je supremova metrika.
(5) (6([a.t). 01, kde b
oo = [ If =g
je integralni metrika.

(6) (P, ea), kde
0 z=y,
Qd(a"ay) = {

1 z=y.
je diskrétni metrika.
Definice 85. Necht (P, ) je metricky prostor. Rekneme, %e posloupnost {z,} prvka P
konverguje k prvku z € P v prostoru (P, g), jestlize plati lim,_,c 0(zn,z) = 0. Prvek z

nazyvame limitou posloupnosti {z,} v (P, g). Konvergentni posloupnosti v (P, )

rozumime posloupnost, kterd mé limitu v (P, g).

Definice 86. Necht {x,} je posloupnost prvki metrického prostoru (P, o). Jestlize {nj}3>,
je rostouci posloupnost pfirozenych &isel, pak fikdme, Ze {zn, }?2, je podposloupnost
posloupnosti {z,}, pfipadné vybranou posloupnosti z posloupnosti {z,}.

Necht (P, o) je metricky prostor a {x,} je posloupnost
prvki P.
(a) Pak md posloupnost {zn} v (P, 0) nejvyse jednu limitu.

(b) Jestlize existuji ng € N a x € P takovd, Ze x, = x pro kaZdé n € N, n > ngy, potom je

x limitou posloupnosti {z,}.
(c) Necht {zn,} je vybrand posloupnost z posloupnosti {z,}. Jestlize z € P je limitou
posloupnosti {z,} v (P, ), pak x je také limitou posloupnosti {zy, }.
Diikaz.
(a) Predpokladejme, Ze z,y € P jsou limity {z},- ;. Potom plati
o(z,y) < o(z, zn) + 0(Tn, y),
—_——rt ——
—0 —0
a proto o(z,y) <0, a tedy o(z,y) =0, a tedy z = y, coz jsme chtéli dokdzat.

(b) Pro kazdé n > ng plati o(zn,x) = o(z,z) = 0. Odtud méme lim,_,o o(zn,z) = 0,
a tedy z je limitou {x,}.
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(c) Posloupnost {o(zn,,x)} je vybrand z {o(zn,z)}. ProtoZe je limo(z,,z) = 0, pak
ilim o(xp,,x) =0, tedy x je limita {z,, }. O

Oznaceni. Pokud je posloupnost {z,} konvergentni v metrickém prostoru (P, g), pak je
podle véty 121 (a) jeji limita uréena jednoznaéné a budeme ji znaéit lim, o , nebo jen
lim z,,. Pokud lim x,, = x, pak také piSeme x,, 2 T, n — 0o, ptipadné x, 2 2 nebo pouze
Ty — T.

Definice 87. Necht (P,p) je metricky prostor a M C P. Rekneme, Ze mnozina M je
uzaviena v (P, g), jestlize pro kazdou konvergentni posloupnost {z,} prvki mnoziny M je
limita této posloupnosti prvkem M.
Necht (P, ) je metricky prostor.
(a) Prdzdnd mnoZina a cely prostor P jsou uzaviené mnoziny v (P, o).

(b) Necht F je neprizdngy systém uzavrengch mnoZin. Potom je mnoZina (\F uzaviend v
(P, o).
(c) Necht m € N. Predpoklddejme, Ze mnoZiny F1, ..., Fy, jsou uzavrené. Potom je mnoZina
Ui, F; uzavrend v (P, p).
Diikaz.
(a) Ziejmé.

(b) Pfedpoklddejme, ze {z,} je posloupnost prvka F a plati limz, = z € P. Zvolme
F € F. Potom {z,} je posloupnost prvki F. F' je podle pfedpokladu uzaviend, takze
x € F.Protoixz e NF.

(c) Pfedpokladejme, Ze {z,} je posloupnost prvkua ;2 F; a plati lim z,, = z. Polozme
Ai={neNz, € F;}, i1=1,...,m.

Plati N = %, A;. Nalezneme ip € {1,...,m} takové, Ze A;, je nekoneénd. Existuje
rostouci posloupnost {ny}, takové, Ze A;, = {ny, k € N}. Potom {xzy, }7- , je vybrana
z {z,} a plati limz,, = x (podle véty 122) a pro kazdé k € N plati z,, € F;,. Fj, je
uzaviend, a tedy z € F;, C Ui~ Fi. O

Piiklad. Pro (R?, o) se jednd o ,otevieny étverec“. Pro (R?, p;) jednd o otodeny otevieny
¢tverec. Déle pt. (6([a,b]), Osup)-

@ Necht (P, ) je metricky prostor, x € P,r > 0. Pro kazdé y € B(z,r) existuje s > 0
takové, ze B(y,s) C B(z,r). Sta¢i volit 0 < s < r — o(z, y).

Definice 88. Necht (P, ) je metricky prostor, z € P a r > 0. Potom mnozinu B(z,r)
definovanou predpisem
B(z,r)={y € P; o(z,y) <r}
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rd e v rd b4 b4
nazyvame otevienou kouli se stfedem x a polomérem r.

Definice 89. Necht (P, ) je metricky prostor, M C P a z € P. Rekneme, Ze z je vnit¥nim
bodem mnoziny M, jestliZe existuje r > 0 takové, ze

B(z,r) C M.
Mnozinu vSech vnitfnich bodi mnoziny M nazyvame vnitfkem mnoziny M a oznacujeme
symbolem Int M.
Rekneme, e mnoZina M je oteviena v (P, ), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitfnim
bodem.
Necht (P, o) je metricky prostor.
(a) Prdzdnd mnoZina a P jsou oteviené mnoziny v (P, ).

(b) Necht G je systém otevrengch mnozin v (P, ). Potom je mnoZina |JG oteviend v
(P, 0)-

(c) Necht m € N. Predpoklidejme, Ze mnoZiny Gi,...,Gm jsou oteviené v (P, p). Potom
je mnozina Y, G; otevrend v (P, o).
Diikaz.
(a) Plyne z definice oteviené mnoziny.

(b) Zvolme z € |JG. Nalezneme z definice sjednoceni G € G takovou, Ze z € G. Protoze je
G oteviena, nalezneme r > 0 takové, Ze B(z,r) C G. Tedy B(z,r) C UG. Tedy UG je
oteviend mnozina v P.

(¢) Zvolme z € N%; Gi. Potom =z € G; pro v8echna i € {1,...,m}. Diky otevienosti

G; nalezneme pro kazdé i € {1,...,m} nalezneme 7; > 0 takové, Ze B(z,r;) C G;.
Polozme r = min{r; : i € {1,...,m}}. Pak r > 0a Vi € {1,...,m} : B(z,r) C G;.
Tedy B(z,r) C Nix; Gi. Tudiz ;% G; je oteviend mnozina v P. O

(1) V tvrzeni (c) véty 123 je dilezité, aby pocet mnozin byl konecng. Pro nekone¢né priniky

tvrzeni neplati. Napt. G; = (—l 1) ,4 € N, pak sice pro kazdé i € N je G; oteviend v

R

R, ale N;2; G; = {0} neni oteviend v R.
Jiné piiklady: G; = (—%, 1+ l) pak NG; = [0, 1].

(2) Podle véty 123 (b) je Int M oteviend mnozina (pro kazdou M C P) a plati

IntM=U{B(x,r),m€M,T>O,B(ac,r) C M}.
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Necht (P, o) je metricky prostor

a M C P. Potom mnoZina M je otevrend prdvé tehdy, kdyZ P ~ M je uzavrend.

Diikaz. Dokézeme kazdou implikaci zv1ast.

—> Predpokladejme, ze M je oteviena. Chceme dokazat, ze P ~ M je uzavriena, tj.
{zn} C (P~ M),z 52 P = z€ (P M).

Zvolme {z,} C (P~ M), necht z,, — z,z € P. Pfedpoklddejme, Ze x € M. Protoze M
je oteviend, nalezneme r > 0 tak, ze B(z,r) C M. Protoze =, — x, nalezneme ng € N
tak, ze o(zn,,x) < r, tedy zn, € B(z,r) C M. To je spor, nebot z,, € (P~ M)N M.
Tedy = ¢ M, tj. x € P~ M, takze P . M je uzavien4.

<= Dokézeme nepiimo, tj. predpokladédme, ze M neni oteviend a dokdzeme, ze P~ M neni
uzaviena. Predpokladejme, Ze M neni oteviend v P. Nalezneme bod x € M ~ Int M.

Potom
Vr > 0: B(z,7) N (P~ M) # 0.

Specialné pro r = %, n € N, plati
1
B(m,;) N(P-M)#0 VneN.
Tedy pro kazdé n € N nalezneme
1
xneB(x,ﬁ) N(P~ M).

Potom {zn} C (P~ M) a o(z,z,) < %, tedy z, — 2 v P. Protoze z € M, a tedy
z ¢ (P~ M), plyne odtud, Ze P ~. M neni uzaviena v P. O

Definice 90. Necht (P, ) je metricky prostor, M C P a x € P. Rekneme, e z je hraniénim
bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati

B(z,r)NM #0 a  B(z,r)N (P~ M) #0.

Mnozinu vSech hrani¢nich bodi mnoZiny M nazyvame hranici mnoziny M a znacime ji
oM.

Poznamka 67. Hraniéni bod néjaké mnoZiny muZe a nemusi byt jejim prvkem.

Definice 91. Necht (P, g) je metricky prostor a M C P. Ozna¢me M = M U M. Potom
mnozinu M nazjvime uzavérem mnoziny M v prostoru (P, o).

Piiklad.
(a) P=R, M = (0,1), potom OM = {0,1} a M = [0, 1],

- 138 -



Metrické prostory I

(b) P =R, M = Q, potom OM = R, tedy Q = R,
(c) Int([0,1]) = (0,1), Int(Q) = 0.

Necht (P, 9) je metricky prostor, A C P, B C P. Pak plati:
(a) 0=0,P =P,
(b) pokud A C B, pak A C B,

(c) A je uzaviend.

Diikaz.
(a) Zrejmé.
(b) Pfedpokladejme, ze z € 0A \ B. Chceme dokazat, ze x € 0B. Zvolme r > 0. Potom
zejmé
B(z,r)N (P~ B) # 0.

Protoze x € dA, plati B(z,r) N A # 0, tedy tim spiSe B(z,r) N B # @, nebot A C B.
Tedy x € 0B. Dokazali jsme: 0A ~ B C B. Tudiz

A=AUBACBU(AA~B)C BUOB=B.

(c) Chceme A je uzaviens, tj. AUOA je uzaviena, jinymi slovy chceme, 7e {z,} C A,z, —
z € P, pak z € A. Pfedpoklddejme, 7e {z,} C A, z, = = € P,z ¢ A. Zvolme r > 0.
Nalezneme ng, € N takové, Ze z, € B (z, §). Potom B (zy,, 5) N A # 0, nebot z, je v A
nebo v A. Tedy nalezneme y € B {zn,, 5} N A. Potom

r

2

r
Q(-’L‘,y) < Q(m’an) + Q(xnmy) < 5 + —-=r.

TakZe je y € B(z,r) N A. Tedy B(z,r) N A # 0, takie = € A, tudiz z € A. Tedy A je
uzaviena v P. O

9.2 Spojita zobrazeni

Definice 92. Necht (P, ) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do @, a € P
a M C P. Rekneme, e

f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné M, jestlize a € M a plati

Ve>030 >0Vz € M: g(z,a) <d = o(f(z), f(a)) <e;

f je spojité v bodé a, jestlize je spojité v a vzhledem k P,

f je spojité na M, jestliZe je spojité v kazdém bodé b € M vzhledem k M,

f je spojité, jestliZze je spojité na P.
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Poznamka 68.
(1) Spojitost f zavisi na ¢ a o.

(2) Definice 92 je kompatibilni s prvnim semestrem.
Priiklad. Vezméme n € N,i € N, i < n a mé&me zobrazeni 7; : R — R dané predpisem
mi(z) = mi(z1,. .., Tn) = ;.

Zobrazeni 7; je spojité mezi prostory (R", g.) a (R, o).

Zvolme a € R™. Zvolme ¢ > 0. Polozime é = €. Potom pro vSechna x € R™ je

o(z,a) =, Xn:(wj —a;)? <4,
j=1

|7r(:v) —7i(a)| = |za — ai| < e(z,0) < d=¢.

nebot

Necht (P, ) a (Q,0) jsou metrické prostory a f :
P — Q. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité.
(i) Pro kaZdou otevienou mnoZinu G v prostoru (Q,o) je f~*(G) oteviend v (P, o).

(iii) Pro kazdou uzavienou mnoZinu F v prostoru (Q, o) je f~1(F) uzaviend v (P, o).

Diikaz. Nejprve dokdzeme ekvivalenci mezi (i) a (ii).

= Zvolme mnozinu G C Q, G je oteviend (vzhledem k prostoru (Q,o)). Chceme ukézat,
ze f~1(G) je otevien4, tedy Ze pr kazdy bod z € f~1(G) je f(z) € G. Nalezneme
e > 0 takové, ze B(f(z),e) C G. Diky spojitosti f v z nalezneme § > 0 takové, Ze

Vy € Po(z,y) <é:0(f(z),f(y) <e.

Odtud plyne, Ze B(z,d) C f~1(G), a tedy z je vnitini bod mnoziny f~!(G).

<= Zvolme a € P. Zvolme &£ > 0. Mnozina B(f(a),¢) je oteviend v (Q, o). Odtud plyne,
ze f~1(B(f(a),€)) je oteviend v (P, o) a bod a € f~!(B(f(a),¢)). Nalezneme § > 0
takové, Ze

B(a,d) C f~Y(B(f(a),€))-
Plati tedy
Vy € B(a,0) : f(y) € B(f(a),e).

Déle dokézeme ekvivalenci (ii) a (iii).
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Metrické prostory I

= Vezméme F C Q, F uzaviend v (Q,0). Vime, ze f~1(Q . F) je oteviena v (P, o),
nebot i @ \ F je oteviend v (Q, o). Proto je

FFUFR) =P~ fTHQNF)
oteviend

uzaviend, coz jsme chtéli dokazat.

<= Vezméme G C Q otevienou mnozinu. Pak je @ \ G uzavien, a tedy f~1(Q \ G) je
uzaviend v (P, g). proto je

@) =P~ QG
~—_————

uzaviens

oteviend, coz jsme chtéli dokazat. O

Definice 93. Necht (X, ) je metricky prostor, M C X a z € X. Rekneme, 7e z je
hromadnym bodem mnoZiny M, jestlize pro kazdé € > 0 plati

M N (B(z,e) ~ {z}) #0.

Mnozinu v8ech hromadnych bodt mnoziny M zna¢ime M’. Body z M ~ M’ nazjvime
izolovanymi body mnoZiny M.

Priklad.
(1) (0,1)" =10,1]
(2) {LneN} = {0}

Definice 94. Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do Q, AC P
a a € A'. Rekneme, e prvek b € Q je limitou zobrazeni f v bodé a vzhledem k
mnoziné A, jestlize plati

Ve>030>0Vz € A, z#a:90(x,a) <d = o(f(z),b) <e.
Je-li A= P, fikdme, Ze f ma v bodé a limitu b.

Poznamka 69. Pfi oznadeni z predchozi definice ma f v a vzhledem k A nejvyse jednu

limitu.

Oznaceni. Pokud limita f v bod€ a vzhledem k A existuje, pak ji zna¢ime lim,_,, zca f().
Misto limg_;q, zex f(z) piSeme jen lim,_,, f(z).

Necht (P, p) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do Q,
ACD(f),ae A, be Q. Potom jsou ndsledujici dvé tvrzeni ekvivalentni:

(7«) limx—)a,xeA f(l') = b,
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Metrické prostory I

(ii) pro kaZdou posloupnost {x,} prvki mnoZiny A \ {a}, kterd spliuje lim x,, = a, plat{
lim f(z,) = b.

Necht (X, 0), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické
prostory, f je zobrazeni z X do'Y a g je zobrazeni zY do Z. Necht AC X,a€ A, BCY,
f(a) € B a plati:

o ezistuje § > 0 takové, Ze f(B(a,6) N A) C B,
e f je spojité v bodé a vzhledem k A,
o g je spojité v bodé f(a) vzhledem k B.

Pak zobrazeni g o f je spojité v bodé a vzhledem k A.
Diikaz. Samostatné. O

Necht (X,0), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické
prostory, f : X =Y ag:Y — Z jsou spojitd zobrazeni. Pak zobrazeni go f : X — Z je
Spojité.

Diikaz. Vezméme G C Z, G otevienou. Pak je mnoziny

(9o /)7HG) =g (G)
teviena

oteviend, a tedy podle véty 126 je g o f spojité zobrazeni. O
Necht (X, 0), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory,

f je zobrazeni z X do'Y a g je zobrazeni zY do Z. Necht AC X,a€ A, BCY,be B,
c € Z a plati:

o ezistuje 6 > 0 takové, Ze f((AN B(a,d))\ {a}) C B,
o limy; 4 2ca f(x) =b,
o limy 5, yep9(y) =c.
Pokud ddle plati jedna z podminek
(P) ezistuje n > 0 takové, Ze pro kaZdé x € B(a,n) N A, x # a, plati f(z) # b,
(S) zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k B,
pak

li =c.
pm_ go f(z)=c

Dikaz. Samostatné. O
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Kapitola 10

Funkce vice proménnych I

Oznaceni.

o R”=RXRX~--><R

k krat

x € R™ znamen, Ze = [£1,Z2,. .., Zn)
s ¢=10,0,...,0, 1,0,...,0]
1—ty

e 0=10,...,0]

2

o Jlall = /T2, 2

« ndkdy pfeme pe(z,y) = [z — y|

Definice 95. Necht f je redlnad funkce n proménnych, a € R™ a 1 < ¢ < n. Pak parcialni
derivaci funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme jako limitu

OF (1) _ 1 Fl 1) = F(a)

8.’Bi t—0 t

Symbolem %% oznacujeme parcidlni derivaci funkce f podle i-té proménné, tj. funkci

0 0
Ba{i T x> ax‘i(x)

definovanou predpisem

Poznamka 70.

(1) Znaleni: misto symbolu %ﬁ(a) nékdy pouzivame symbol 9; f(a).

7
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(2) Limita v definici
neexistuje,
€ R vlastni,
existuje

)
nevlastni

—00.
(3) Pokud g—i(a) existuje, pak

36>0: {a+tei,|t| <5} c D(f).

(4) Pocetni technika. Necht f je funkce n proménnych, a € R", 1 < ¢ < n. Parcidlni funkce
je definovana jako

g9(z) = f(at, ..., Gi—1,Z,Qix1, -, 0p).

Fukce g je z R do R. Plati

/) = 5L @,

pokud m4 jedna strana smysl.

s v . 2 Y. e z .
Piiklad. Vezméme funkci f(z1,z2) = e*'*2. Spoéteme parcidlni derivace

of 2

2 o1,02) = e,

0

6%(351, x9) = ex1x§2a:1ac2.
2

Definice 96. Necht f je redlna funkce n proménnych, a € R™ a L : R® — R je linearni
zobrazeni. Rekneme, 7e L je totalni diferencil funkce f v bodé a, jestlize plati

ligg J@th) — fla) = L(h) _

pm 2] 0.

Poznamka 71. Pro n = 1 mame

fla+h) — f(a) — Ah

7] — 0.
Tento vyraz miZeme ekvivalentné prepsat jako
a+h)— f(a) — Ah
HCELESCER LN
Jinymi slovy,
fla+h)— f(a) — Ah o

h
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Funkce vice proménnych I

Konecné

fa+h) = 1@ |
) .

Proto A = f'(a).

Pro n = 2 mame
(z,y) = f(z,y).

Linearni zobrazeni bude

(z,y) = f(a1,a2) + L(z — a1,y — a2).

Pro n € N mame zobrazeni  — f(z) a linedrni zobrazeni je
z — f(a) + L(z — a).
Pak
f(z) = fa) = L(z — a)

|l = all

nam po jednoduché substituci dava defini¢ni vyraz.

Poznamka 72. Podminka z definice ohledné aproximace je ekvivalentni podmince

i f@) = f@) ~ Lz —a)

z=a Iz — all

=0.

Necht L je totdlni diferencidl

funkce f v bodé a € R™. Potom existuji parcidlni derivace

of
L@@
a pro kazdé h € R™ plati
_of of
L(hi,...,hyp) = B2, (a)h1 + -+ pr. (a)hn.

Diikaz. Zobrazeni L piSme ve tvaru
L(hl, hz, ceey hn) = Aihy + Agho +--- + Anhn,
kde Aj,...,A, € R. Zvolme i € {1,...,n}. Zobrazeni o(t) = te’ je spojité. Pak je

lo(t) = @(0)I] = [[te’ — 0e*|| = IO, -..,0, ¢ ,0..., 00l = ¢
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Potom podle véty 130 plati
L Fate(t) — f(a) ~ L{p(t)

=0,
t=0 @l
podminka (P) je splnéna. Upravime
7\ _ _A.
lim fla+te’) — f(a) — At _o.
t—0 |t|
Odsud dostavame, Ze
1) _
iy | £ (@ +2€) — f(a) _ 4l =0,
t—0 t
a tedy _
i f (@ T t€") = f(a) _ A,
t—0 t
Proto g—i(a) = A;. O

Poznamka 73. Z véty 131 plyne, Ze totalni diferencial je urcen jednoznacné.

Oznaceni. Totaln{ diferencidl znaéime f’(a). Formalné je f'(a) € (R™)".

Pozor na kolizi znaéeni! Pron =1 je
f'(a) eR flla)e R)*:R—>R
tfeba rozliSovat mezi derivaci a totalnim diferencidlem.

Mad-li funkce f v bodé a € R™ totdlni diferencidl,
je f v bodé a spojitd.

Diikaz. Staci ukdzat, Ze nésledujici limita je rovna f(a):

(f(w) — f(a) = f'(a)(z —a)

lim f(z) = lim
Iz — al

Tr—a T—a

Nz = all + £(a) + f'(a) (= — a)) ,

kde f’(a) je zobrazeni z R"™ do R, h — f’(a)(h). Protoze je x — ||z — a| vlastn&

T, Z(wZ —a)?,

je spojité. Konecné treti ¢len je vlastné

T T—a=[T1—a1,...,Tn — ap),
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a tedy je téz spojité. Po substituci je

y — f'(a)(y Zaxz

Mame tedy
lim f() =0-0+ f(a) + f'(a)(0) = f(a),

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 74.
N oy s (1w Of L e . 2
(1) Existuje-li f'(a), jiz jsme dokézali, Ze 3:-(a) € R a také Ze f je v a spojité. Opatnd
implikace neplati.

(2) Uvazujme

jinak.

0 2=0Vy=0,
f(w,y)={1m vy

Potom

of

_ of _
5500 =0, By (0,0) =0,

ale f neni spojita v (0,0).

Necht f je redind funkce
n proménngch, I = (a1,p1) X -+ X (an, Bn) CR™, a,b € I. Necht v kaZdém bodé I existuji
vlastni parcidlni derivace f podle vSech proménngch. Potom existuji body &1,...,&, € 1
takové, Ze

n
— f(a) = Z bi — ai).
:1
Dukaz. Oznac¢me
0 _ _
p° = (a1,a,...,an) = a,

pl = (b17a27"'9an)7
p2 = (blab2a"'7a’n)’

pn: (b17b27"',bn) =b.

Potom plati

f0) = fl@) =Y (F&5) - F&*))
k=1
Polozme pro k € {1,...,n}
k(a:) = f(bl, b2, ceey bk—l; TyQft1y -+ ,an).
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Potom m4 ¢* v kazdém bodé (os, Bx) vlastni derivaci, takZe existuje zx € [ax, by] splitujici

(Lagrangeova véta 50)
9" (bk) — 9" (ar) = (¢°)'(2) (b — a)

~

F@*)~f(p*1) oA (65)-(br—ax,)
Polozime é'k = [bl, bg, e abk‘—l’ ZhyQlt+1y -+« an]. ]
Necht f je redind funkce
n proménnych, a € R™ a
of of
Ory’ 7 Oy

jsou spojité funkce v bodé a. Potom md f v bodé€ a totdlni diferencidl.

Diikaz. Mame funkci f : R™ — R a spolu s ni n-tici funkei

g_.’l{.l : B(a17ﬂ1) - Ra
38_.,1{‘2 : B(a2’ﬂ2) - R)
% : B(an, Bn) = R.

Dale mame L : R™ — R takové, Ze

Ukézeme, ze L = f'(a), tj. pro L plati
f&) = fla) Lz —a) _

e Iz — all

Zvolme & > 0. K nému nalezneme § > 0 takové, Ze

of of

z( azz( a)| <e.

Vie{1,...,n} Ve € B(a,)) :

PoloZzme 6§ = \/iﬁ. Pak

= (a1 —9d,a1 +0) X -+ X (ap — d,a, + 0) C (a,30).

Zvolme z € B(a,d) C I C B(a,d). Podle lemmatu 7 nalezneme body &'(z) € I, i =1,...

takové, ze

(€'(2)) (i — as).

f(x) - f(a) = Z
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Pak méame

n

£0) - (@) - L(a - 0) = |3 g€z > L @i - a)
:1
—;( (@) - ())-(xz-—a»
3 “( 8—fa s —as
<Y | e )~ @]l el

Odsud plyne, Ze

2=a IIw - all

O]

Necht funkce fi,...,fx 2 R™ do R maji v bodé a € R™
totdlni diferencidl a funkce g z RF do R md v bod¢ b = (fi(a),..., fu(a)) totdlni diferencidl.
Definujme funkci h : R™ — R predpisem

h(z) = g(f1(z),- .., fr(z))-

Potom md h v bodé a totdlni diferencidl a pro i € {1,...,n} plati

) k B
(0 Z a_g afz (a).
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